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งานวิจัยนี ้เป็นการศึกษาค านวณหาควอซีนอรม์อลโหมดด้วยวิธีการค านวณเชิง

วิเคราะหข์องศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าในปริภมูิเวลาของหลมุด าไรสเ์นอร  ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิต
เตอร ์ที่มีขนสเกลารใ์น 4 มิติ โดยหลุมด ามีการเปลี่ยนเฟส เนื่องจากอันตรกิริยาระหว่างสนามส
เกลารก์บัความโคง้ปริภูมิเวลา การค านวณท าโดยรบกวนสมการแมกซเ์วลล  ์และค านวณหาศกัย์
แม่เหล็กไฟฟ้าในปริภูมิเวลาที่หลุมด ามีการเปลี่ยนเฟสแลว้  หรือเรียกว่าหลุมด ามีขนสเกลารแ์ลว้ 
เพื่อใหท้ าการค านวณเพอรเ์ทอรเ์บชันแบบเชิงวิเคราะหไ์ดท้ าการประมาณใหม้วลของหลุมด ามี
ขนาดนอ้ยกว่ารศัมีแอนไท เดอ ซิตเตอร ์มาก ๆ ซึ่งผลเฉลยของสมการคลื่นในปริภูมิเวลาที่มีหลุม
ด าอยู่ ตอ้งมีเงื่อนไขขอบเขตตามอิทธิพลของหลมุด า เรียกผลเฉลยนีว้่า ควอซีนอรม์อล-โหมด โดย
ความถ่ีควอซีนอรม์อล เป็นจ านวนเชิงซ้อนและมีค่าไม่ต่อเนื่อง ผลการค านวณในงานวิจัยนี ้ ได้
ท าการศึกษาเปรียบเทียบงานวิจัยของโคซุมบัส  และคณะ ที่ใช้วิธีการค านวณและประมาณที่
แตกต่างกัน โดยมีผลงานวิจัยทัง้สองมีความสอดคลอ้งกัน เมื่อใชพ้ารามิเตอรใ์นขอบเขตเดียวกัน 
การศึกษาการเปลี่ยนเฟสของหลมุด า สามารถหาไดโ้ดยผ่านการค านวณหาควอซีนอรม์มอลโหมด 
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ประมาณและค านวณเชิงวิเคราะห์ ดว้ยวิธีการรบกวน และสามารถท าการค านวณหาควอซีนอร์
มอลโหมดของหลมุด าไรสเ์นอร  ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ที่มีขนสเกลารใ์น 4 มิติ ดว้ย
วิธีการเพอรเ์ทอรเ์บชนั 
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The aim of this research is to analytically calculate the quasinormal modes 

(qnm) of the perturbed electromagnetic potential in the four-dimensional spacetime of 
the Reissner-Nordström (RN) anti-de Sitter (AdS) black holes, which are dressed with 
scalar hair. The black hole phase transition occurs when the black hole is perturbed by 
a coupled scalar field to the curvature. The Maxwell equations are perturbed and their 
solutions in the scalar-haired black hole spacetime are calculated. To simplify the 
problem and to be able to perform an analytical perturbation, the black hole mass is 
approximated to be much smaller than the AdS radius. The solutions, quasinormal 
modes, to the wave equation have to satisfy the boundary conditions at the horizon and 
far away from the black hole. The quasinormal frequencies are a set of an infinite 
number of discrete complex numbers. The results of this work are in agreement with 
Koutsoumbas et al, in terms of approximated analytical work and the same range of 
parameters. Black hole phase transition can be studied through calculations of 
quasinormal modes and their frequencies before and after phase transition. This work 
offers another method of approximation and analytical calculation qnm form RN-AdS 
black hole through perturbation methods.  
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บทที ่1 
บทน า 

ภูมิหลัง 
ในปัจจบุนัไดม้ีการศึกษาหลมุด าไดใ้นหลากหลายแนวทาง ซึ่งหนึ่งในนัน้จะมีงานวิจยัใน

เชิงทฤษฎี โดยท าการค านวณความโคง้ของปรภิูมิเวลาจากสมการสมนามของไอนส์ไตน ์ผลเฉลย
ของสมการสนามที่ได้ออกมาจะมีบริเวณที่มีความโน้มถ่วงสูงมาก จนความเร็วหลุดพ้นมีค่า
มากกว่าหรือเท่ากับความเร็วแสง โดยจะเรียกบริเวณดังกล่าวว่า หลุมด า จากการคน้พบหลมุด า 
ท าใหเ้ป็นจุดเริ่มตน้ของการค าถามมากมายว่า บริเวณที่มีความโนม้ถ่วงสงูนัน้ท าใหท้ฤษฎีฟิสิกส์
เปลี่ยนแปลงหรือแตกต่างจากบรเิวณอ่ืนอย่างไร 

จากผลเฉลยสมการสนามของไอนส์ไตน ์และการคน้พบเทอรโ์มไดนามิกสข์องหลมุด าได้
มีการเสนอทฤษฎีหลมุด าไม่มีขน คือ หลมุด านัน้จะขึน้อยู่กบัแค่สามพารามิเตอร ์ไดแ้ก่ มวล ประจ ุ
และโมเมนตมัเชิงมมุของหลมุด า โดยขอ้มลูของอนุภาคที่ตกลงไปในหลมุด าจะไปรวมกนัที่จุดเอก-
ฐาน เนื่องจากขอ้มลูไม่สามารถเรียกกลบัมาได ้ซึ่งขดักบัทฤษฎีควอนตมั จึงไดม้ีการเสนอแนวคิดที่
ขัดแย้งกับหลุมด าไม่มีขนว่า หลุมด าไม่ได้ขึน้แค่สามพารามิเตอรก์่อนหน้าเท่านั้นแต่ว่าขึน้กับ
พารามิเตอรอ่ื์น ๆ ดว้ย และเรียกทฤษฎีนีว้่า หลมุด าแบบมีขน ซึ่งเกิดจากหลมุด าเปลี่ยนสมบติัทาง
กายภาพไปหรือการเปลี่ยนเฟส โดยการเปลี่ยนเฟสของหลุมด านั้นเกิดจากการรบกวนไดห้ลาย
รูปแบบ เช่น สนามสเกลาร ์ผลของการรบกวนท าใหห้ลมุด ามีการเปลี่ยนแปลงสมบติัทางกายภาพ 
จะเห็นไดช้ดัจากการเปลี่ยนเฟสจากหลมุด าแบบไม่มีขนไปเป็นหลมุด าแบบมีขน เนื่องจากงานวิจยั
นีจ้ะศึกษาเก่ียวกบัควอซีนอรม์อลโหมดที่มีอนัตรกิริยากบัหลมุด าแบบมีขน โดยที่ ควอซีนอรม์อล-
โหมด หรือ ความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมด โดยใชว้ิธีการค านวณเชิงวิเคราะห์ ซึ่งจะอธิบายอย่าง
ละเอียดในเลม่วิจยันี ้

1.1 ทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ  
ในปี ค.ศ. 1905 ไอน์สไตน์ได้เสนอทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ (Special relativity) ที่

สามารถแก้ไขความขัดแย้งระหว่าง กลศาสตรแ์บบฉบับ (Classical mechanics) และทฤษฎี
แม่เหล็กไฟฟ้า (Electromagnetic Theory) อธิบายจากการแปลงพิกัดที่เรียกว่า การแปลงแบบ  
ลอเรนซ ์(Lorentz transformation) และตั้งสัจพจน์ 2 ข้อ 1.กฎทางฟิสิกสต์้องเหมือนกันในทุก
กรอบอา้งอิงเฉ่ือย 2.อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศเป็นค่าคงตวัที่เป็นสากล ซึ่งไม่ขึน้อยู่กับการ
เคลื่อนที่ของแหลง่ก าเนิดแสงและผูส้งัเกต โดยสรุปรวมจากการทดลองหลายๆ งานและหนึ่งในการ
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ทดลองที่ส  าคญั คือ การทดลองของไมเคลสนัและมอรล์ีย ์(Michelson & Morley, 1887) ที่ท าการ
หาตัวกลางของแสง จากการทดลองไม่พบสิ่งคาดได้ว่าเป็นตัวกลางของแสง และจากสัจพจน์
ขา้งตน้รวมกับการแปลงแบบลอเรนซ ์น าไปสู่การท านายลกัษณะทางกายภาพที่ต่างออกไปจาก
กลศาสตรแ์บบฉบับ เมื่ออัตราเร็วสมัพัทธ์มีค่าใกลเ้คียงกับอัตราเร็วแสง ผูส้ังเกตจะสังเกตไดถ้ึง
ปรากฏการณ์ การยืดออกของเวลา (Time dilation) กล่าวคือ เวลาของผูส้ังเกตที่อยู่คนละกรอบ
อ้างอิงนั้นจะสังเกตเวลาของเหตุการณ์เดียวกันได้ต่างกัน และปรากฏการณ์ การหดสั้นของ
ระยะทาง (Lorentz contraction) คือ การที่ผู ้สังเกตต่างกรอบอ้างอิงนั้นวัดความยาวของวัตถุ
เดียวกนัไดแ้ตกต่างกนั เกิดขึน้โดยท าภายใตใ้หก้ารแปลงพิกัดแบบใหม่ โดยลอเรนซ ์ไดเ้สนอการ
แปลงแบบลอเรนซ ์ที่ท าการขยายจากพิกัด 3 มิติเป็น 4 มิติ โดยรวมเอาเวลาเข้าไปดว้ย ซึ่งจะ
แตกต่างจากกลศาสตรแ์บบฉบบัที่เวลาจะเป็นสิ่งสมบรูณ ์(absolute) และเรียกพิกดันีว้่า พิกดัของ
ปริภูมิเวลา (Spacetime coordinate) แล้วเรียกแต่ละจุดของพิกัดใน 4 มิติว่าเป็นเหตุการณ ์
(Event) 

การขยายเป็นพิกดั 4 มิติท าใหเ้วลาในกลศาสตรแ์บบฉบบั เป็นองคป์ระกอบตวัหนึ่งของ
เวกเตอรใ์น 4 มิติในปริภูมิเวลา โดยจะตอ้งเป็นไปตามการแปลงแบบลอเรนซ ์ดัง้นั้นจึงไดม้ีการ
นิยามเวกเตอรใ์หม่ นิยามเวกเตอรส์องชนิด คือ เวกเตอรค์อนทราแวเรียนต์ (Contravariant 
vector)  

 𝐴𝜇 = (𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = (𝐴0, 𝐴), (1.1) 

และเวกเตอรโ์คแวเรียนต ์(Covariant vector)  

 𝐴𝜇 = (𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = (−𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = (−𝐴0, 𝐴), (1.2) 

นิยามผลคณูเชิงสเกลาร ์(Scalar product) ของเวกเตอร ์4 มิติ คือ 

 𝐴𝜇𝐴𝜇 = (−𝐴0, 𝐴)(𝐴0, 𝐴) = −(𝐴0)2 + (𝐴)
2
, (1.3) 

และขนาดของการกระจดัจะมีค่าคงตวัในแต่ละกรอบอา้งอิงก็ต่อเมื่อรวมผลของเวลาเขา้ไปในการ
กระจดัเล็ก ๆ ก าลงัสอง คือ 

 
𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2 

                                  = −𝑐2𝑑𝑡′2 + 𝑑𝑥′2 + 𝑑𝑦′2 + 𝑑𝑧′2 = 𝑑𝑠′2, 
(1.4) 

เมื่อ        𝑐  คือ อตัราเรว็ของแสง 
          𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧  คือ เวลาและต าแหน่งในกรอบอา้งอิง 𝑆 
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       𝑡′, 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′  คือ เวลาและต าแหน่งในกรอบอา้งอิง 𝑆′ 
ซึ่งสามารถเขียนสมการที่ (1.4) ใหม่ไดเ้ป็น 

 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜇, (1.5) 

ท าการเขียนความเรว็ใน 4 มิติไดเ้ป็น 

 𝑈𝜇 ≡
d𝑥𝜇

d𝜏
= 𝛾(𝑐, 𝑣⃑), (1.6) 

โดยที่  𝛾 ≡ √1 −
𝑣2

𝑐2 ทั้งนี ้ให้ 𝜏 คือ เวลาแท้จริง (Proper time) จะนิยามได้จากเวลาที่อยู่กรอบ
อา้งอิงของอนุภาคที่ถูกสังเกต และ 𝑣⃑ คือ ความเร็วใน 3 มิติ สามารถเขียนขนาดก าลังสองของ
ความเรว็ใน 4 มิติ ไดเ้ป็น 

 𝑈𝜇𝑈𝜇 = −𝛾2(𝑐2 − 𝑣2) = −𝑐2, (1.7) 

โมเมนตมัใน 4 มิติ  

 𝑃𝜇 ≡  𝑚𝑈𝜇 ≡ 𝛾𝑚(𝑐, 𝑣⃑) ≡ (
𝐸

𝑐
, 𝑝⃑),, (1.8) 

โดย 𝑚 คือ มวลของอนภุาคที่มีความเรว็ 𝑣⃑, 𝑝⃑ = 𝛾𝑚𝑣⃑ คือ โมเมนตมัใน 3 มิติ และ 𝐸 = 𝛾𝑚𝑐2 คือ 
พลงังานรวมของอนภุาค สามารถเขียนขนาดก าลงัสองของโมเมนตมัใน 4 มิตเิป็น 

 𝑃𝜇𝑃𝜇 = 𝑚2𝑈𝜇𝑈𝜇 = −𝑚2𝑐2 = −
𝐸2

𝑐2
+ (𝑝⃑)2, (1.9) 

สามารถเขียนสมการพลงังานก าลงัสองในรูปความสมัพนัธข์องโมเมนตมักบัมวลก าลงัสองได ้

 𝐸2 = 𝑝2𝑐2 + 𝑚2𝑐4, (1.10) 

จากสมการที่ (1.8) ที่เขียนพลงังานใหอ้ยู่เป็นสว่นหนึ่งของโมเมนตมัใน 4 มิติได ้แสดงให้
เห็นว่าพลงังานเป็นปรมิาณที่ขึน้อยู่กบักรอบอา้งอิง และเขียนใหอ้ยู่ในรูปของสมการ (1.10)  

1.2 พลศาสตรไ์ฟฟ้าเชิงสัมพัทธภาพ  
สมการของแมกซเ์วลล ์(Maxwell’s equations) ในรูปของ 3 มิติ นัน้สอดคลอ้งกบัทฤษฎี

สมัพทัธภาพพิเศษอยู่แลว้ แต่เปลี่ยนสมการใหม่ใหอ้ยู่ในรูปแบบ 4 มิติ โดยที่เริ่มตน้จากการนิยาม
ความหนาแน่นประจุ (𝜌) และความหนาแน่นกระแส (𝐽) ซึ่งสามารถเขียนรวมกันในรูปของ 4 มิติ
เป็น 
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 𝐽𝜇 = (𝑐𝜌, 𝐽), (1.11) 

โดย 𝑐𝜌 คือองคป์ระกอบในแกนเวลาของความหนาแน่นใน 4 มิติ ต่อมาท าการนิยามศักยไ์ฟฟ้า 
(Φ) และเวกเตอรศ์กัยไ์ฟฟ้า (𝐴) เขียนรวมกนัในรูปของศกัยไ์ฟฟ้าใน 4 มิติ เป็น 

 𝐴𝜇 = (Φ,𝐴), (1.12) 

โดย Φ คือองคป์ระกอบในแกนเวลาของเวกเตอรศ์ักยไ์ฟฟ้าใน 4 มิติ ต่อมานิยามใหอ้นุพันธ์ของ
เวลาและตวัด าเนินการอนพุนัธใ์น 4 มิติ เขียนไดเ้ป็น  

 𝜕𝜇 =
𝜕

𝜕𝑥𝜇
= (

𝜕

𝜕𝑥0
, ∇⃑⃑⃑), (1.13) 

จากนิยามขา้งตน้สามารถเขียนความสมัพนัธร์ะหว่าง สนามไฟฟ้า (𝐸⃑⃑) และสนามแม่เหล็ก (𝐵⃑⃑) ได้
ในรูปแบบเทนเซอร ์(Tensor) ไดเ้ป็น  

 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 , (1.14) 

หรือเขียนในรูปแบบของเมทรกิซข์นาด 4x4 ได ้

 𝐹𝜇𝜈 = (

0
−𝐸𝑥

−𝐸𝑦

−𝐸𝑧

𝐸𝑥

0
−𝐵𝑧

𝐵𝑦

𝐸𝑦

𝐵𝑧

0
−𝐵𝑥

𝐸𝑧

−𝐵𝑦

𝐵𝑥

0

) , (1.15) 

จากการที่สามารถเขียนสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในรูปของเมทริกซ์ไดห้มายความ
ว่าสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กนั้นเป็นสิ่งเดียวกันแต่เห็นต่างกันในแต่ละกรอบอา้งอิงของผู้
สงัเกตนัน้ ๆ เพราะฉะนัน้จะท าใหส้มการของแมกซเ์วลล ์จาก 4 สมการลดรูปลงเหลือ 2 สมการใน 
4 มิติ คือ  

 𝜕𝜇𝐹𝜇𝜈 =
4𝜋

𝑐
𝑗𝜈 , (1.16) 

และ 

 𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 0, (1.17) 

1.3 ทฤษฎีสัมพัทธภาพท่ัวไป  
ในปี ค.ศ. 1915 ไอน์สไตน์ ได้เสนอ ทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไป  (General relativity) ที่

กล่าวถึง มวลของวัตถุที่อยู่ภายใตส้นามโนม้ถ่วง (Gravitational mass) จะมีค่าเท่ากับมวลเฉ่ือย 
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(Inertial mass) ที่ตา้นการเคลื่อนที่ของวตัถุมีความเร่ง เป็นผลใหผู้ส้งัเกตไม่สามารถบอกถึงความ
แตกต่างระหว่าง แรงโนม้ถ่วงกับแรงที่เกิดจากการที่วัตถุมีความเร่งได ้หรืออีกนัยหนึ่ง  ผูส้งัเกตไม่
สามารถแยกความแตกต่างระหว่าง การตกอย่างอิสระภายใต้แรงโน้มถ่วง กับการอยู่นิ่งหรือ
เคลื่อนที่ด้วยความเร็วคงที่  ไอน์สไตน์เรียกหลักการนี ้ว่า หลักความสมมูล (Principle of 
equivalence) จะเห็นไดว้่าขัดแยง้กับทฤษฎีสมัพัทธภาพพิเศษขอ้แรกที่พูดถึง กรอบอา้งอิงเฉ่ือย 
เนื่องจากหลักความสมมูลนีผู้ส้งัเกตไม่สามารถบอกไดอ้ย่างแทจ้ริงว่ากรอบใดเป็นกรอบอา้งอิง
เฉ่ือย 

เพื่อที่จะง่ายในการท าการค านวณจะท าการเปลี่ยนรูปแบบสมการใหอ้ยู่ในรูปร่างทาง
คณิตศาสตรแ์บบเทนเซอร ์เริ่มตน้จากนิยาม กระจดัเล็ก ๆ ในรูปเทนเซอรไ์ด ้

 
                     𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2 

      = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈 , (1.18) 

เรียก 𝑔𝜇𝜈 ว่าเมตริกเทนเซอร ์(Metric tensor) (เมตรกิ คือ ระยะทางสัน้ๆ ก าลงัสอง ระหว่างสอง
เหตกุารณใ์นปรภิมูิเวลาใด ๆ ) เป็นฟังกช์นัของพิกดั 𝑥𝛼 ซึ่งค่าของ 𝑔𝜇𝜈 คือ 

 𝑔𝜇𝜈 = (

−1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

), (1.19) 

เรียกพิกดัในสมการที่ (1.19) ว่า ปรภิมูิราบ (Flat spacetime) โดยที่สมการที่ (1.19) เป็นเพียงแค่
ตวัอย่างหนึ่งของปรภิมูิราบ โดยที่ปรภิมูิเวลาโคง้ (Curved spacetime) โดยที่ 𝑔𝜇𝜈 เขียนไดเ้ป็น 

 𝑔𝜇𝜈 = (

𝑔00 𝑔01

𝑔10 𝑔11

𝑔02 𝑔03

𝑔12 𝑔13
𝑔20 𝑔21

𝑔30 𝑔31

𝑔22 𝑔23

𝑔32 𝑔33

), (1.20) 

จะเห็นไดว้่าไม่ไดร้ะบุปรมิาณภายในเมตริกเทนเซอร ์เป็นเพราะว่าปริมาณภายในเมตริกเทนเซอร์
นัน้ขึน้อยู่กบัรูปแบบของระบบในแต่ละกรณีจะใหค่้าของเมตริกเทนเซอรท์ี่แตกต่างกนั ซึ่งสามารถ
หาเมตริกเทนเซอรไ์ดจ้ากการแกส้มการการเคลื่อนที่บนผิวโคง้ และคณิตศาสตรท์ี่ใชใ้นการศึกษา 
คือ เรขาคณิตเชิงอนุพนัธ ์(Differential geometry) ในการหาความโคง้ของปริภมูิเวลา และสมการ
การเคลื่อนที่ในปริภูมิเวลาโคง้นั้นเริ่มจากการศึกษา เวกเตอรแ์คลคูลัสบนผิวโค้ง แต่ว่าการหา
อนุพนัธบ์นผิวโคง้นัน้แตกต่างจากผิวราบโดยตอ้งท าการเพิ่มส่วนผิวโคง้เขา้ไป ซึ่งสามารถเขียนได้
ในรูปอนพุนัธโ์คเวเรียนต ์(Covariant derivatives) 

 ∇𝜇𝑉𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝑉𝜈 + Γ𝜇𝜁
𝜈 𝑉𝜁 , (1.21) 

และอนพุนัธค์อนทราแวเรียนต ์(Contravariant derivatives) 
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 ∇𝜇𝑉𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝑉𝜈 − Γ𝜇𝜈
𝜁

𝑉𝜁 , (1.22) 

โดยเรียก Γ𝜇𝜈
𝜁  ว่า สญัลกัษณค์รสิทอฟเฟิล (Christoffel symbol)  

 Γ𝜇𝜈
𝜁

≡
𝑔𝜁𝜂

2
(𝜕𝜇𝑔𝜈𝜂 + 𝜕𝜈𝑔𝜂𝜇 − 𝜕𝜂𝑔𝜇𝜈), (1.23) 

และจะสามารถหาลกัษณะของความโคง้ไดจ้ากวิธีการเลื่อนยา้ยทางขนาน (Parallel transport) 
คือ การสรา้งเวกเตอรท์ี่ขนานกบัจุดและท าการคงไวต้ลอดจนวนกลบัมาที่เดิม ซึ่งถา้หากเป็นวงปิด
บนผิวราบจะท าใหเ้วกเตอรท์ี่ส่งไปจะกลับมาทับกันพอดีแต่ถ้าอยู่บนผิวโค้งจะท าใหเ้วกเตอรท์ี่
สง่ไปไม่กลบัมาทบักบัเวกเตอรท์ี่จดุตัง้ตน้ จะเห็นไดจ้ากภาพประกอบที่ 1 ทัง้นีข้ึน้กบัการนิยามผิว
ปิดดว้ยถา้หากเลือกเสน้รอบวงจะไดเ้วกเตอรท์ี่เคลื่อนที่กลบัมาทบัที่จดุเดิม 

ภาพประกอบ 1 ตวัอย่างของการเลื่อนยา้ยทางขนานในวงปิดบนผิวโคง้ที่สง่เวกเตอรท์ี่ขนานกบัจดุ 

A ไปจดุ N ไปจุด B และสง่กลบัไปจดุ A ซึ่งเวกเตอรข์าไปจะท ามมุกบัเวกเตอรข์ากลบัเป็นมมุ

แอลฟา 

ที่มา https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_transport 

จากการเลื่อนยา้ยทางขนาน จะสามารถหาอนุพันธ์ของเวกเตอรใ์นพิกัดโคง้โดยที่สรา้ง
เวกเตอรไ์ปสองทิศทางที่ต่างกนั คือในทิศทาง 𝜇 (∇𝜇) และทิศทาง 𝜈 (∇𝜈) แลว้เอามาลบกนัการหา
อนพุนัธข์องเวกเตอรบ์นผิวโคง้ในทิศทาง 𝜈 และ 𝜇 ที่แสดงในสมการที่ (1.24) 

 ∇𝜇∇𝜈𝐴
𝜁 − ∇𝜈∇𝜇𝐴𝜁 ≡ 𝑅𝜇𝜈𝜂

𝜁
𝐴𝜂, (1.24) 

เรียก 𝑅𝜇𝜈𝜂
𝜁  ว่า เทนเซอรร์ีมนัเนียน (Riemannian tensor) เป็นเทนเซอรช์นิด (1,3) โดยที่ เทนเซอรรี์-

มันเนียน ซึ่งเป็นตัวแทนที่บ่งบอกถึงความโคง้ของระบบ และเรียก 𝑅𝜇𝜈 ว่า เทนเซอรร์ีกชี (Ricci 
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tensor) เป็นเทนเซอรช์นิด (0,2) ซึ่งเป็นกรณีเฉพาะที่ท าการลดรูปเทนเซอรร์ีมันเนียนลงมา 
สามารถเขียนเทนเซอรร์กิชีไดเ้ป็น  

 𝑅𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜁𝜈
𝜁

= 𝜕𝜁Γ𝜇𝜈
𝜁

− 𝜕𝜈Γ𝜇𝜁
𝜁

+ Γ𝜁𝜂
𝜁

Γ𝜈𝜇
𝜂

− Γ𝜈𝜂
𝜁

Γ𝜁𝜇
𝜂

, (1.25) 

จะนิยามความโคง้ของระบบที่เป็นปรมิาณสเกลารไ์ดจ้าก 

 𝑅 = 𝑅   𝜇
𝜇

= 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈, (1.26) 

ดังนั้นการที่จะหาสมการการเคลื่อนที่ของอนุภาคในปริภูมิเวลาโค้งสามารถหาได้จากแอคชัน 
(Action) โดยกรณีง่ายที่สุด คือ อนุภาคทดสอบเคลื่อนที่ไปในสุญญากาศไม่ท าอันตรกริยากับสิ่ง
ใด ทัง้ยงัมีความโคง้ในรูปสเกลารเ์ป็น 𝑅 สามารถเขียนลากรางเจียน (Lagrangian) ไดเ้ป็น 

 𝑆(𝑔𝜇𝜈) = ∫ 𝑅√−𝑔𝑑4𝑥, (1.27) 

โดยที่  √−𝑔 = √−det𝑔𝜇𝜈  คือ รากที่สองของดีเทอร์มิแนนต์ของเมตริก เทนเซอร์ 𝑔𝜇𝜈 และ 

√−𝑔 𝑑4𝑥 เป็นปริมาณสเกลาร ์หรือเป็นปริมาณที่ไม่ขึน้กับกรอบอา้งอิง ดังนัน้ปริมาณที่สามารถ
ท าการแปรผัน (Variation) ซึ่งจะท าการแปรผันในสมการ (1.27) โดยท าการแปรผัน เมตริกเทน-
เซอร ์(𝛿𝑔𝜇𝜈) ซึ่งเขียนไดด้งัสมการ 

 𝛿𝑆 = ∫ 𝑑4𝑥𝛿(𝑅√−𝑔) = 0, (1.28) 

ผลจากการแปรผนัเมตรกิเทนเซอรอ์อกมาไดเ้ป็น 

 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 = 0, (1.29) 

โดยเรียกสมการนี ้ว่า สมการสนามของไอน์สไตน์ (Einstein field equation) คือ สมการการ
เคลื่อนที่บนผิวโคง้ของอนุภาค โดยทางขวามือของสมการที่เป็นศนูย ์เพราะว่าไดพ้ิจารณาในกรณี
ที่อยู่ในสุญญากาศ แต่ถา้หากพิจารณาในกรณีที่มีสนามแม่เหล็กไฟฟ้าอยู่ในระบบ แอคชันจะมี
การเพิ่มเติมสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเขา้ไป 

 𝑆(𝑔𝜇𝜈 , 𝐴𝜇) = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (𝑅 − 2𝜅𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈), (1.30) 

โดย 𝜅 คือ ค่าคงตัวความโน้มถ่วงของไอน์สไตน์ (Einstein’s gravitation constant) มีค่าเท่ากับ 
𝜅 = 8𝜋𝐺/𝑐4 โดย 𝐺 คือ ค่าคงตวัของนิวตนั (Newton’s constant) จะเห็นไดว้่ามีตวัแปรที่สามารถ
ท าการแปรผันไดส้องตัวนัน้ คือ เมตริกเทนเซอรแ์ละศักยแ์ม่เหล็กไฟฟ้า ซึ่งจะท าใหไ้ดผ้ลออกมา
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เป็นสองสมการ หนึ่งเป็นสมการสนามของไอนส์ไตน ์โดยที่เป็นผลเฉลยที่เกิดจากการแปรผันของ
เมตรกิเทนเซอร ์

 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 = 𝜅𝑇𝜇𝜈, (1.31) 

โดยที่ 𝑇𝜇𝜈 คือ เทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน - โมเมนตมั (Stress energy – Momentum tensor) 
ซึ่งสามารถเขียนไดด้งันี ้

 𝑇𝜇𝜈 =
1

4𝜋
(𝐹𝜇𝜌𝐹𝜈

𝜌
−

1

4
𝑔𝜇𝜈𝐹𝜌𝜎𝐹𝜌𝜎 ), (1.32) 

สองเป็นสมการแมกซเ์วลลใ์น 4 มิติ ซึ่งเกิดจากการแปรผนัศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้า 

 𝜕𝜈(√−𝑔𝐹𝜇𝜈) = 0, (1.33) 

จากการที่สามารถหาสมการการเคลื่อนที่ไดแ้ลว้จะตอ้งหาผลเฉลยของสมการการเคลื่อนที่นัน้ใน
แต่ละกรณี ซึ่งจะพดูถึงในหวัขอ้ต่อไป 

1.4 หลุมด าชวารซ์ชาลด ์
จากสมการที่ (1.31) ถา้ก าหนดใหว้ตัถุมวล 𝑀 ขนาดใหญ่สรา้งความโนม้ถ่วงและอยู่ใน

สุญญากาศ หรือก็คือ สรา้งปริภูมิเวลาโคง้ในสุญญากาศ และเทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน –  
โมเมนตัมมีค่าเป็นศูนย ์โดยให้วตัถุมีสมมาตรทรงกลม จะท าใหไ้ดผ้ลเฉลยออกมาในรูปของการ
กระจดัเล็ก ๆ ไดด้งัสมการ 

 𝑑𝑠2 = −(1 −
2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
)𝑑𝑡2 + (1 −

2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
)
−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜃2+𝑟2 sin2 𝜃𝑑𝜙2, (1.34) 

และเพื่อความสะดวกในการค านวณส่วนมากจะท าการก าหนดให ้𝑐 = 1 โดยเรียกผลเฉลยในกรณี
นีว้่า ผลเฉลยชวารซ์ชาลด์ (Schwarzschild’s solution) (Schwarzschild, 1916) จะเห็นได้ว่าที่ 
𝑟 = 0, 𝑟 = 2𝑀 และ 𝑟 = ∞ นัน้จะท าใหเ้มตริกเทนเซอรม์ีสภาวะเอกฐาน หรือเมตริกเทนเซอรม์ีค่า
ลู่ออก โดยสภาวะเอกฐานที่ต  าแหน่ง 𝑟 = 2𝐺𝑀 และ 𝑟 = ∞ นั้นสามารถก าจัดออกไปไดโ้ดยการ
แปลงพิกดั แต่ที่ 𝑟 = 0 นัน้ไม่สามารถท าใหห้ายไปจากการแปลงพิกดัได ้ซึ่งจะเรียกจุดที่ลู่ออกโดย
ไม่สามารถแกไ้ขไดจ้ากการแปลงพิกดัว่า จุดเอกฐานแทจ้รงิ (Proper singularity) 

จากการที่ก าหนดใหม้ีวตัถุมวล 𝑀 ขนาดใหญ่และมีสมมาตรทรงกลม (ในกรณีที่ยังไม่มี
การแปลงพิกดั) จากสมการที่ (1.34) นัน้มีค่าลู่ออก เรียกบริเวณดงักล่าวว่า หลมุด า (Black hole) 
โดยเรียกตามนักฟิสิกส์ที่ชื่อ วีลเลอร  ์(A. Wheeler, 1968) และท าให้เห็นว่าถ้าให้ค่าของรัศมี     
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𝑟 → 2𝐺𝑀 ซึ่งเป็นรัศมีที่ท าให้สมการนั้นลู่ออก และเรียกรัศมีนั้นว่า  ฮอริซันเหตุการณ์ (Event 
horizon) หรือเรียกว่า รศัมีชวารซ์ชาลด ์(Schwarzschild’s radius)  

1.5 หลุมด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม  
นอกจากหลุมด าแบบชวารซ์ชาลด ์แลว้ยังมีหลุมด าอีกกรณีที่ท าการก าหนดใหม้ีวัตถุมี

มวล 𝑀 ขนาดใหญ่ และวตัถุนัน้มีประจุ 𝑄 ทัง้ยังก าหนดใหว้ตัถุมีสมมาตรทรงกลม โดยที่วตัถุนีจ้ะ
สรา้งทัง้สนามความโนม้ถ่วงและสนามไฟฟ้าออกมาพรอ้มกนั จะใหผ้ลเฉลยออกมาในรูปของการ
กระจดัเล็ก ๆ ไดด้งัสมการ 

 𝑑𝑠2 = −(1 −
2𝐺𝑀

𝑟
+

𝐺𝑄2

𝑟2
)𝑑𝑡2 + (1 −

2𝐺𝑀

𝑟
+

𝐺𝑄2

𝑟2
)

−1

𝑑𝑟2

+ 𝑟2𝑑𝜃2+𝑟2 sin2 𝜃𝑑𝜙2, 
(1.35) 

ซึ่งจะเรียกผลเฉลยในกรณีนีว้่า ผลเฉลยไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอมหรือเรียกอีกอย่างว่าหลมุด าไรส-์
เนอร ์– นอรด์สตรอม (Reissner- Nordström (RN) black hole) (Nordström, 1918; Reissner, 
1916) จะเห็นไดว้่าที่ 𝑟 = 0, 𝑟± = 𝐺𝑀 ± √𝐺2𝑀2 − 𝐺𝑄2 และ 𝑟 = ∞ นัน้เป็นสภาวะเอกฐานที่ต่าง
จากกรณีของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์เพราะว่าต าแหน่งฮอริซนันัน้มีอยู่  2 แบบ คือ 𝑟+ และ 𝑟− โดยที่
จะเรียกฮอริซนัที่มีค่ามากกว่า (𝑟+) ว่า ฮอริซนัเหตกุารณ์ และเรียกฮอริซนัที่มีค่านอ้ยกว่า (𝑟−) ว่า  
ฮอริซันโคชี่ (Cauchy horizon) เหตุการณ์เช่นนี ้เกิดจากการที่ก าหนดให้มีประจุ 𝑄 ซึ่งจะสรา้ง
สนามไฟฟ้าแผ่ออกมาจากหลมุด าจึงท าใหฮ้อรซินัเหตกุารณน์ัน้แยกออกเป็นสองฮอรซินัเหตกุารณ ์

1.6 หลุมด าทีม่ีค่าคงตัวของจักรวาล 
ในปี ค.ศ. 1917 เดอ ซิตเตอร ์(de Sitter, 1917) ไดศ้ึกษาระบบที่คลา้ยกบัเมตริกชวารซ์-

ชาลดโ์ดยเพิ่มพจนท์ี่เก่ียวกบัค่าคงตวัของจกัรวาล (Cosmological constant (Λ)) ลงไปในสมการ
ที่ (1.27) จะท าใหส้มการสนามของไอนส์ไตนเ์ขียนไดด้งันี ้

 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + Λ𝑔𝜇𝜈 = 0, (1.36) 

และสามารถเขยีนในรูปของการกระจดัเล็ก ๆ ไดด้งัสมการ 

 𝑑𝑠2 = −(1 −
2𝐺𝑀

𝑟
+

𝑟2

𝑙2
)𝑑𝑡2 + (1 −

2𝐺𝑀

𝑟
+

𝑟2

𝑙2
)

−1

𝑑𝑟2

+ 𝑟2𝑑𝜃2+𝑟2 sin2 𝜃𝑑𝜙2, 
(1.37) 

โดยนิยามให ้Λ = ±
3

𝑙2
 เมื่อ 𝑙 มีหน่วยเป็นระยะทาง ซึ่งจะเรียกผลเฉลยที่ Λ เป็นบวก ว่า เดอ ซิต-

เตอร ์(der Sitter (dS) solution) และเรียกผลเฉลยที่ Λ มีค่าเป็นลบ ว่า แอนไท เดอ ซิตเตอร ์(Anti 
der Sitter (AdS) solution) เนื่องจากในงานวิจัยนี ้สนใจเฉพาะ แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ดังนั้นใน
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สมการที่ (1.37) จะก าหนดใหค่้า Λ เป็นลบ ต่อมาจะเห็นไดจ้ากการกระจดัเล็ก ๆ ดงักล่าวจะท าให้
เกิดสภาวะเอกฐานทัง้หมดหา้ค่า โดยที่ 𝑟 = 0 กับ 𝑟 → ∞ ซึ่งเป็นปริมาณที่เกิดขึน้เสมอในการหา
จุดเอกฐาน และค่าอีกสามค่าจะแบ่งออกเป็นฮอริซัน เหตุการณ์ 2 ประเภทคือ หนึ่งฮอริซัน
เหตกุารณ ์และอีกสองฮอรซินันัน้จะเป็นจ านวนเชิงซอ้น ซึ่งการที่ค่ารศัมีออกมาเป็นจ านวนเชิงซอ้น 
หมายความว่า ค่าของฮอรซินันัน้ไม่ไดม้ีอยู่จรงิในทางกายภาพ 

1.7 หลุมด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอมทีม่ีค่าคงตัวของจักรวาล  
จากสมการ (1.31) สามารถเพิ่มพจนข์อง เดอ ซิตเตอร ์หรือพจนข์อง แอนไท เดอ ซิต-

เตอรโ์ดยเพิ่มพจน์ที่เก่ียวกับค่าคงตัวของจักรวาล (Cosmological constant (Λ)) สมการสนาม
ของไอนส์ไตนจ์ึงเขียนไดด้งัสมการ 

 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + Λ 𝑔𝜇𝜈 = 𝜅𝑇𝜇𝜈, (1.38) 

จะใหผ้ลเฉลยออกมาในรูปของการกระจดัเล็ก ๆ ไดด้งัสมการ 

 

𝑑𝑠2 = −(1 −
2𝐺𝑀

𝑟
+

𝐺𝑄2

𝑟2
+

𝑟2

𝑙2
 ) 𝑑𝑡2 

                  + (1 −
2𝐺𝑀

𝑟
+

𝐺𝑄2

𝑟2
+

𝑟2

𝑙2
 )

−1

𝑑𝑟2 

                                             +𝑟2𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2, 

(1.39) 

ซึ่งจะเห็นไดว้่าจากเงื่อนไขดังกล่าวจะท าใหเ้กิดสภาวะเอกฐานทั้งหมดหกค่า ซึ่งจากที่กล่าวไป
ขา้งตน้จุดเอกฐานที่จะเกิดขึน้เสมอนัน้คือที่ 𝑟 = 0 กบั 𝑟 → ∞ และอีกสี่ค่า จะแบ่งออกเป็นฮอรซินั
ที่เป็น 3 ประเภทคือ ฮอริซนัเหตกุารณ ์ฮอริซนัโคชี่ และฮอรซินัที่เป็นจ านวนเชิงซอ้น ทัง้นีจ้ะเห็นได้
ว่าคล้ายคลึงการรวมกันของผลเฉลยของ ไรสเนอร ์– นอรด์สตรอม ผลเฉลยของค่าคงตัวของ
จกัรวาลและผลเฉลยของ แอนไท เดอ ซิตเตอร ์นัน้เอง (S.W. Hawking & Ellis, 1973) 

1.8 เทอรโ์มไดนามิกสข์องหลุมด า 
หนึ่งในปัญหาที่ส  าคัญของหลุมด านั้นคือ เทอรโ์มไดนามิกสข์องหลุมด ามีความขัดแยง้

กบัฟิสิกสด์ัง้เดิม คือ สมบติัและพฤติกรรมของหลมุด าในทฤษฎีสมัพทัธภาพทั่วไป จะมีแต่ดดูกลืน
มวลสาร และพลงังานไปรวมกนัที่จุดเอกฐานแทจ้ริง โดยไม่มีการแผ่รงัสีหรืออนุภาคใด ๆ ออกมา
เลย หมายความว่า อณุหภูมิของหลมุด าจะมีค่าเป็นศนูย์ แต่เป็นที่ทราบกนัว่าอุณหภูมิที่เป็นศนูย์
องศาสมับูรณใ์นทางเทอรโ์มไดนามิกสน์ัน้เป็นไปไม่ได ้เนื่องจากขดักบักฎขอ้ที่ 3 ที่กลา่วว่า “แอน-
โทปีของระบบจะเขา้ใกลค่้าคงตวัเมื่ออณุหภมูิเขา้ใกลศ์นูยอ์งศาสมับรูณ์” และจากการท่ีหลมุด าได้
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ดดูกลืนมวลและพลงังานจะท าใหเ้อนโทรปีของหลุมด ามีค่าสูงมากจนถึงอนันตท์ าใหไ้ม่สามารถ
ทราบค่าที่แน่นอนของสมการ 𝑑𝑄 = 𝑇𝑑𝑆 ได ้ดงันัน้ 

ในปี ค.ศ. 1972 เบเคนสไตน์ (Bekenstein, 1972) ได้เสนอแนวคิดให้เอนโทรปีของ   
หลมุด าแปรผนัตรงกบัพืน้ที่ผิวของฮอรซินัเหตกุารณ ์

ในปี ค.ศ. 1973 บารดี์น คารเ์ตอรแ์ละ ฮอวก์ิง (Bardeen, Carter, & Hawking, 1973) 
ไดพ้ิสจูนก์ฎทางเทอรโ์มไดนามิกสข์องหลมุด า โดยสามารถค านวณค่าของเอนโทรปีของหลมุด าได้
ดงันี ้

 𝑆 =
𝑘𝐵𝑐3

ℏ𝐺

𝐴

4
⇒ 𝑆 =

𝐴

4
, (1.40) 

โดยที่ ℏ =
ℎ

2𝜋
  เมื่อ ℎ คือ ค่าคงตัวของพลงัค ์(Planck constant) และ 𝑘𝐵 คือ ค่าคงตัวของโบลตซ์-

มันน ์(Boltzmann constant) เพื่อสะดวกต่อการค านวณก าหนดให ้𝐺 = ℏ = 𝑘𝐵 = 𝑐 = 1 และได้
พิสจูนท์างทฤษฎีว่า หลมุด าสามารถแผ่รงัสีไดใ้นระดบัจุลภาคดว้ยผลทางควอนตมั โดยอณุหภมูิที่
ผิวของฮอรซินัเหตกุารณแ์ปรผนัตรงกบัปรมิาณที่เรียกว่าสนามโนม้ถ่วงที่ผิว (Surface gravity, 𝜅)  

 𝑇 =
ℏ

𝑘𝐵𝑐

𝜅

2𝜋
⇒ 𝑇 =

𝜅

2𝜋
 , (1.41) 

ดงันัน้ 𝑇𝑑𝑆 สามารถหาค่าได ้และอณุหภูมิไม่เป็นศนูยอ์งศาสมับูรณ์ ท าใหข้อ้ขดัแยง้ทางเทอรโ์ม-
ไดนามิกสข์องหลมุด าถกูก าจดัออกไปดว้ยผลทางควอนตมัในปรภิูมิเวลาโคง้ใกลฮ้อรซินัเหตกุารณ ์
ซึ่งอาจกล่าวได้ว่า กฎเทอรโ์มไดนามิกส์ของหลุมด า จะต้องเป็นหลักการพื ้นฐานของ ทฤษฎี
ควอนตัมกราวิตี (Quantum Gravity theory) ที่จะถูกเสนอขึน้มา และทฤษฎีควอนตัมกราวิตี
ดงักลา่ว ก็ควรจะตอ้งพิสจูนห์รือ อธิบายกฎดงักลา่วได ้

อย่างไรก็ตามเทอรโ์มไดนามิกสข์องหลุมด าท าใหม้ีค าถามเพิ่มขึน้ เช่น การที่เอนโทรปี
ของหลุมด าเป็นฟังก์ชันของพื ้นที่ไม่ใช่ปริมาตร หรือการที่ข้อมูล (Information) ของสสารและ
พลังงานที่ถูกดูดกลืนจะสูญหายไปในหลุมด าหรือถูกปล่อยออกมาในการแผ่รงัสีหรือไม่ เป็นตน้ 
เนื่องจากทฤษฎีสมัพทัธภาพพิเศษเป็นกรณีพิเศษในทฤษฎีสมัพทัธภาพทั่วไป ดงันัน้ผลของทฤษฎี
สมัพทัธภาพทั่วไปจะครอบคลมุฟิสิกสแ์บบฉบบั ดงันัน้การที่เอนโทรปีเป็นฟังกช์นัของพืน้ที่ผิวของ
ระบบ ก็ควรจะเป็นกรณีทั่วไปมากกว่าที่เอนโทรปีเป็นฟังกช์นัของปริมาตร ท าใหม้ีการเสนอแนวคิด
ที่ว่า ปริมาตรในฟิสิกสแ์บบฉบบันัน้ คือ พืน้ที่ผิวหนึ่งในปริภูมิเวลาที่มีมิติมากว่า 4 มิติขึน้ไป จึงมี
การเสนอหลักการ โฮโลกราฟฟิก (Holographic principle) ที่ กล่าวว่าฟิสิกส์ใน 𝑛 + 1 มิ ติ 
(Susskind, 1995; t Hooft, 1995) ที่สามารถอธิบายไดด้ว้ยฟิสิกสบ์นพืน้ผิวขอบเขตของระบบที่มี
มิติเป็น 𝑛 มิต ิซึ่งเป็นการแสดงถึงการมีอยู่ของมิติที่มีมากกว่า 3+1 มิติ (Extra dimensions)  
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1.9 ทฤษฎีหลุมด ามีขนและไม่มีขน 
การที่อนภุาคถูกแรงโนม้ถ่วงท าใหต้กลงไปในหลมุด า ขอ้มลูของอนุภาคเขา้ไปในหลมุด า

นัน้จะเขา้ไปรวมอยู่ภายใน ซึ่งในทางทฤษฎีสมัพทัธภาพทั่วไปขอ้มลูนัน้ไม่ได ้สญูหายไปไหนแต่ถูก
เก็บไวใ้นหลุมด า ส่วนในทฤษฎีกลศาสตรค์วอนตัมขอ้มูลไม่ไดสู้ญหายไป หากทราบสถานะทาง
ควอนตัมของระบบ และระดับพลงังานที่เวลาหนึ่งแลว้จะสามารถหาสถานะที่เวลาอ่ืนไดด้ว้ยการ
กระท าของตัวด าเนินการเวลาวิวัฒน์ (Time evolution operator) ซึ่งเป็นตัวด าเนินการ ยูนิแทรี 
(Unitary operator) มีค่าไม่เป็นศนูยเ์มื่อเวลาผ่านไป แต่ในหลมุด าแบบชวารซ์ชาลดต์วัด าเนินการ
วิวัฒน์ไม่สามารถหาค่าได้ ความหมายว่า ข้อมูลไม่สามารถถูกเรียกกลับคืนมาได้ ข้อมูลของ
อนุภาคที่ตกลงไปในหลุมด าไม่สามารถเรียกกลบัออกมาได้ และการแผ่รงัสีของหลุมด าเป็นเพียง
รงัสีความรอ้นเท่านัน้ ขอ้มูลไม่ไดอ้อกมาดว้ย เพราะฉะนั้น สมบัติและพฤติกรรมของหลุมด าไม่
ขึน้กบัสมบติัและพฤติกรรมของอนุภาคที่ตกลงไป ไม่ว่าจะมีความซบัซอ้นขนาดไหนเมื่อกา้วขา้ม 
ฮอรซินัเหตกุารณไ์ปแลว้ขอ้มลูจะถูกเก็บไวท้ัง้หมดไม่สามารถเรียกออกมาได้ ดงันัน้จึงมีการเสนอ
ทฤษฎีบท หลมุด าไม่มีขน (No hair theorem) ที่กล่าวว่า สมบติัของหลมุด าขึน้กบัปริมาณก่อนจะ
เป็นหลมุด าเพียง 3 ปริมาณ คือ มวล ประจ ุและโมเมนตมัของหลมุด า (Ruffini & Wheeler, 1971) 
ต่อมา 

ในปี ค.ศ. 1996 มาติเนสและซาเนลลี่  (Martínez & Zanelli, 1996) ได้มีการเสนอ
แนวทางใหม่ว่าหลุมด านั้นไม่น่าจะขึน้กับแค่ปริมาณ 3 ปริมาณแต่อาจจะขึน้กับปริมาณอ่ืนที่มี
อันตรกิริยากับหลุมด า ซึ่งจะเรียกทฤษฎีนีว้่า ทฤษฎีหลุมด ามีขน (Hair theorem) โดยพืน้ฐาน
แนวคิดนีน้ัน้เกิดมาจากการที่ขอ้มูลของอนุภาคนัน้ไม่ไดถู้กท าลาย แต่ว่าขอ้มูลของอนุภาคนัน้ได้
เขา้เขา้ไปรวมกันในหลุมด า และถา้ท าการรบกวนหลุมด าในปริมาณที่มากพอที่จะท าใหเ้กิดการ
เปลี่ยนสภาพไปของหลุมด า ซึ่งจะคลา้ยกับการเปลี่ยนเฟสในทางเทอรโ์มไดนามิกส์ ซึ่งตัวอย่าง
ของหลุมด ามีขนในงานวิจัยดังกล่าวไดท้ าการเพิ่มสนามสเกลารเ์ขา้ไปในหลุมด าในปริภูมิเวลา  
ไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ซึ่งจะคลา้ยกบัการตกแต่งหลมุด าใหม้ีขนดว้ยสนาม 
สเกลาร ์โดยที่จะเริ่มจากการก าหนดให ้แอคชนัเป็น 

 𝑆(𝑔𝜇𝜈 , 𝛹) = ∫ 𝑑4𝑥 √−𝑔 [
𝑅 − 2Λ

2𝜅
−

1

2
𝑔𝜇𝜈𝛻𝜇𝛹𝛻𝜈𝛹 −

1

16
𝑅𝛹2], (1.42) 

เมื่อ Λ คือ ค่าคงตัวของจักรวาล และ 𝛹 คือ สนามสเกลารท์ี่ไม่มีมวล ซึ่งจะไดส้มการสนามของ
ไอนส์ไตนไ์ดด้งัสมการ 

 𝐺𝜇𝜈 + Λ 𝑔𝜇𝜈 − 𝜅𝑇𝜇𝜈 = 0 , (1.43) 
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โดย Λ = −𝑙−2 และไดส้มการการเคลื่อนที่ของสนามสเกลารไ์ด ้

 □𝛹 −
1

8
𝑅𝛹 = 0,  (1.44) 

โดยให ้□ ≡ 𝑔𝜇𝜈𝛻𝜇𝛻𝜈 และสามารถเขียนเทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน – โมเมนตมั เขียนไดด้งันี ้

 
𝑇𝜇𝜈 = 𝛻𝜇𝛹𝛻𝜈𝛹 −

1

2
𝑔𝜇𝜈𝑔

𝛼𝛽𝛻𝛼𝛹𝛻𝛽𝛹 +
1

8
[𝑔𝜇𝜈□ − 𝛻𝜇𝛻𝜈 + 𝐺𝜇𝜈]𝛹

2, (1.45) 

ต่อมาสามารถหาค่าของการกระจดัเล็ก ๆ ไดเ้ป็น 

 𝑑𝑠2 = −(
(𝑟 + 𝐵)2(𝑟 − 2𝐵)

𝑟𝑙2
)𝑑𝑡2 + (

(𝑟 + 𝐵)2(𝑟 − 2𝐵)

𝑟𝑙2
)

−1

𝑑𝑟2

+ 𝑟2𝑑𝜃2 + 𝑟2 sin2 𝜃 𝑑𝜙2, 
(1.46) 

และหาค่าของสนามสเกลารไ์ดเ้ป็น 

 
𝛹(𝑟) = √

2𝐵

𝜅(𝑟 + 𝐵)
, (1.47) 

โดย 𝐵 คือ ค่าคงตวัจากการอินทรเิกตสมการคลื่น ทัง้นีย้งัสามารถหาอณุหภมูิของหลมุด าไดด้งันี ้

 
𝑇 =

9𝑟+
16𝜋𝑙2

, (1.48) 

โดย 𝑟+ คือ รศัมีฮอริซนัเหตกุารณ ์จากอณุหภูมินัน้สามารถหาค่าเอนโทรปีและมวลของหลมุด าได้
ดงันี ้

 
𝑀 =

3𝑟+
2

32𝑙2
,     𝑆 =

𝜋𝑟+
3

, (1.49) 

เทอรโ์มไดนามิกสข์องหลมุด านัน้มีความส าคญั เพราะว่าในงานวิจยัที่เก่ียวขอ้งในทฤษฎีหลมุด ามี
ขนนัน้จะสนใจถึงการเปลี่ยนแปลงจากหลมุด ามีขนไปเป็นหลมุด าไม่มีขนไดจ้ากการหาการเปลี่ยน
เฟสของหลมุด า โดยดูไดจ้ากการเปลี่ยนแปลงของเอนโทรปีของหลมุด าว่ามีการเปลี่ยนในรูปแบบ
ใดระหว่างที่เกิดการเปลี่ยนสถาพไประหว่างหลมุด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์
กบัหลมุด าที่มีขนเนื่องจากสนามสเกลาร ์แต่ว่าในงานวิจยัของมาติเนสและซิลีนนัน้ไม่ไดแ้สดงให้
เห็นถึงการเปลี่ยนเฟสของหลมุด า แต่ในงานวิจยัในบทต่อไปนัน้จะมีการแสดงใหเ้ห็นถึงการเปลี่ยน
เฟสของหลมุด า และอธิบายถึงผลของการเปลี่ยนเฟสของหลมุด า 

ในปี ค.ศ. 1999 มัลดาเซนา (Maldacena, 1999) ไดศ้ึกษาโดยค านวณไดจ้ากทฤษฎีเอ็ม

หรือทฤษฎีสตริง (M/string theory) ที่จะแสดงใหเ้ห็นถึงทฤษฎีสนามสอดคลอ้ง (Conformal Field 

Theories (CFT)) ในรูปแบบต่าง ๆ นัน้สอดคลอ้งกบัหลมุด าที่มีค่าคงตวัของจกัรวาลเป็นลบหรือจะ

เรียกว่า อยู่ในปริภูมิเวลาแอนไท เดอ ซิตเตอร  ์(AdS) จากงานวิจัยนีท้  าใหเ้ห็นถึงแนวทางใหม่ใน
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การที่จะศึกษาระบบในทางควอนตัมไดจ้ากการศึกษาหลุมด าในปริภูมิเวลาแบบแอนไท เดอ ซิต-

เตอร ์ 

ในปี ค.ศ. 2005 ฮอวกิง (S. W. Hawking, 2005) ไดศ้ึกษาการแผ่รงัสีของหลุมด าที่อยู่ใน

ปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร ์จากใชว้ิธี อุโมงคค์วอนตัม (Quantum tunneling) ซึ่งฮอวกิงกล่าวว่า 

จากการแผ่รงัสีของหลมุด า โดยวิธีนีน้ัน้จะปล่อยออกมาแค่รงัสีความรอ้นเท่านัน้ไม่มีการปล่อยให้

ข้อมูลออกมาด้วย โดยที่หลุมด านั้นจะยังขึน้อยู่เพียงสามตัวแปรเท่านั้น คือ มวล ประจุ และ

โมเมนตมัเชิงมมุของหลมุด าเท่านัน้ 

ในปี ค.ศ. 2016 สตีเฟน ฮอวกิง เฟอรร์ี และสตรอมมิงเกอร ์(Stephen W. Hawking, 

Perry, & Strominger, 2016) ได้ศึกษาทอโพโลยีของหลุมด าที่มีถูกรบกวนด้วยสนามแม่เหล็ก

ไฟฟ้าแสดงใหเ้ห็นถึงการเปลี่ยนแปลงเล็ก ๆ บรเิวณรอบ ๆ ฮอรซินัเหตกุารณข์องหลมุด าได ้

1.10 ควอซีนอรม์อลโหมด 
ในปี ค.ศ. 2000 ฮอรอวิซและฮิวแบนนี (Horowitz & Hubeny, 2000) ได้ท าการศึกษา 

ควอซีนอรม์อลโหมดของหลมุด าชวารซ์ชาลดท์ี่อยู่ในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ใน 𝑑 มิติ ซึ่ง
ในงานวิจยันีพ้วกเขา้ไดท้ าการนิยาม ควอซีนอรม์อลโหมด คือ คลื่นที่มีเงื่อนไขขอบเขตดงันี ้ 

1. คลื่นที่บรเิวณฮอรซินัเหตกุารณจ์ะมีแค่คลื่นที่วิ่งเขา้เท่านัน้ 
2. คลื่นที่บริเวณไกล ๆ จากหลุมด าจะมีเพียงคลื่นที่วิ่งออกเท่านั้น หรือคลื่นที่วิ่งออก

จะตอ้งมีค่าไม่ลูอ่อกที่บรเิวณไกล ๆ จากหลมุด า 
ถา้คลื่นมีสมบติัทัง้สองนีจ้ะเรียกคลื่นนีว้่า ควอซีนอรม์อลโหมด (Quasinormal modes) 

ความมุ่งหมายงานวิจัย  
1. เพื่อศึกษาสมบติัเชิงแม่เหล็กไฟฟ้าของหลุมด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ 

ซติเตอร ์ที่มีขนสเกลาร ์ใน 4 มิติ 
2. เพื่ อศึกษาควอซีนอร์มอลโหมดโดยใช้วิ ธีการค านวณ เชิ งวิ เคราะห์ของศักย์

แม่เหล็กไฟฟ้าในปริภูมิเวลาของหลมุด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ที่มีขนสเก-
ลาร ์ใน 4 มิต ิ 
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ความส าคัญของการวิจัย 
ทฤษฎีสมัพัทธภาพที่เป็นทฤษฎีที่ครอบคลุมทฤษฎีและหลกัการทางฟิสิกสใ์นระดับมห-

ภาค เช่น กลศาสตรแ์บบฉบับ, ทฤษฎีแม่เหล็กไฟฟ้า เป็นตน้ แต่ในตัวทฤษฎีสัมพัทธภาพเองมี
ปัญหาของการลู่ออกที่จุดเอกฐานแท้จริงของหลุมด า ดังนั้นการศึกษาปัญหาของหลุมด า และ
ศึกษาอันตรกิริยาของหลุมด ากับปริมาณต่าง ๆ ทางฟิสิกสจ์ึงเป็นสิ่งส าคัญที่อาจช่วยอธิบาย
ปรากฎการอ่ืนทางฟิสิกส์ที่ ใช้แบบจ าลองของหลุมด าอธิบายได้โดยในงานวิจัยนี ้ได้ศึกษา           
หลุมด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอรท์ี่มีอันตรกิริยากับสนามสเกลารแ์ลว้ท าให้
เกิดการเปลี่ยนเฟสนีค้ลา้ยกับการเปลี่ยนเฟสในวัสดุต่าง ๆ ดังนั้นการศึกษาการเปลี่ยนเฟสของ
หลุมด าอาจช่วยแกปั้ญหาการเปลี่ยนเฟสในวสัดุเพื่อหาปริมาณทางฟิสิกส์ ซึ่งยังแกปั้ญหาไม่ได้
ดว้ยกลศาสตรค์วอนตมั 

ขอบเขตของงานวิจัย 
ท าการค านวณเชิงวิเคราะหห์าควอซีนอรม์อลโหมดและความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมดของ

ศักยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าใน ปริภูมิเวลาของหลุมด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ที่มี
ขนสเกลาร ์ใน 4 มิติ 

ประโยชนท์ีไ่ด้รับจากงานวิจัย 
1. ทราบถึงกระบวนการเปลี่ยนเฟสระว่างหลมุด ามีขนกบัหลมุด าไม่มีขนโดยค านวณจาก

พลงังานอิสระของหลมุด ามีขนและหลมุด าไม่มีขน 
2. ทราบถึงแนวทางในการค านวณเชิงวิเคราะห์หาควอซีนอร์มอลโหมดของศักย์

แม่เหล็กไฟฟ้าในปริภูมิเวลาที่มีหลมุด าไรสเ์นอร ์– นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ที่มีขนสเก-
ลารใ์น 4 มิติ 

 
 



 

บทที ่2 
ทบทวนวรรณกรรม 

จากที่กล่าวไวใ้นบทที่ 1 จะเห็นไดว้่าหลุมด านัน้มีหลากหลายประเภท ซึ่งแต่ละประเภท
จะขึน้อยู่กบัเงื่อนไขตัง้ตน้ เช่น หลมุด าที่มีมวลและประจุ หลมุด าที่มีมวลและค่าคงตวัของจกัรวาล 
หลมุด าที่มีมวล ประจุ และค่าคงคงตวัของจกัรวาล หรือหลมุด าที่มีขนเนื่องจากสนามสเกลาร ์เป็น
ตน้ ทัง้ยงัไดน้ิยามคลื่นที่มีอนัตรกิริยากบัหลุมด าที่เรียกว่า ควอซีนอรม์อลโหมด ดังนัน้ในบทนีจ้ะ
อธิบายถึงงานวิจัยที่เก่ียวข้องกับการหา ควอซีนอรม์อลโหมดในแบบต่าง ๆ และจะอธิบายถึง
กระบวนการเปลี่ยนเฟสของหลมุด าในรูปแบบต่าง ๆ  

2.1 ควอซีนอรม์อลโหมดในปริภูมิเวลาทีม่คี่าคงตัวจักรวาลเป็นศูนย ์
ในปี ค.ศ. 1998 ฮอดโคทัสและชมิดด์ (Kokkotas & Schmidt, 1999) ใช้หลักการของ

บอร  ์(Bohr’s correspondence) ได้ศึกษาสเปกตรัมของพื ้นที่  (Area spectrum) ของหลุมด า

ชวารซ์-ชาลดพ์บว่าพืน้ที่ของหลุมด ามีค่าเป็น 𝐴 = (4𝑙𝑝
2 ln(3))𝑛 โดยที่ 𝑙𝑝 = √

𝐺

𝐶3 ℏ คือ ความยาว
พลางคแ์ละ 𝑛 = 1,2,3,… ซึ่งมีค่าไม่ต่อเนื่องทั้งยังสอดคลอ้งกับความสัมพันธ์เอนโทรปีพืน้ที่ทาง
เทอรโ์มไดนามิกสข์องหลมุด าและหลกัการของบอร ์

ในปี ค.ศ. 2003 เดรเยอร ์(Dreyer, 2003) ไดศ้ึกษา ควอซีนอรม์อลโหมดสเปกตรมัของ
พื ้นที่และเอนโทรปีของหลุมด าชวารซ์ชาลด์โดยก าหนดให้พารามิเตอรข์องอิมเมอซี  (Immirzi 
parameter) ซึ่งมีค่าเท่ากับ 𝑙𝑛3/2𝜋√2  ผลการค านวณหาเอนโทรปีของหลุมด านีส้อดคลอ้งกับ 
เอนโทรปีของเบเคนสไตนแ์ละฮอวก์ิง คือ 𝑆 = 𝐴/4𝑙𝑝

2 
ในปี ค.ศ. 2003 มอทล์และเนียทซเ์ก ้(Motl & Neitzke, 2003) ไดค้ านวณหาความถ่ีควอ-

ซีนอรม์อลโหมด จากวิธีวิเคราะหแ์บบอะซิมโททิค (Asymptotic analysis) ส าหรบัหลมุด าชวารซ์-
ชาลดใ์น 𝑑 ≥ 4 มิติ จากวิธีวิเคราะหแ์บบอะซิมโททิค คือ การประมาณบรเิวณไกล ๆ (หรือใหค่้าใด
มีค่ามาก ๆ) เพื่อท าการประมาณ จากหลมุด าชวารซ์ชาลดพ์บว่า ส่วนจริงของความถ่ีควอซีนอร-์
มอลโหมด มีค่าเท่ากบั ℝ𝕖(𝜔) = ±𝑇𝐻𝑎𝑤𝑘𝑖𝑛𝑔 log(3) และส าหรบัหลมุด าไรสเ์นอร ์– นอรส์ตรอมใน 
4 มิติ สามารถหาความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมด ในส่วนจินตภาพของควอซีนอรม์อลโหมดจะใช้
กระบวนการโมโนโดรมี่ (Monodromy method) ซึ่งผลเฉลยไดอ้อกมาในรูปแบบฟังก์ชั่นเบสเซล 
(Bessel functions) 

ในปี ค.ศ. 2003 โกนอปลย์า (Konoplya, 2003) ไดศ้ึกษาลักษณะควอซีนอรม์อลโหมด
ของหลมุด าชวารซ์ชาลดใ์น 𝑑 มิติ แสดงใหเ้ห็นว่าส่วนจรงิของความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมด ซึ่งแทน
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ความถ่ีการสั่นในส่วนจริงมีค่าแปรผันตรงกับมิติของปริภูมิเวลา (𝑑) และแปรผกผันกับฮอริซัน-
เหตุการณ์ โดยใชว้ิธีดับบลิว เค บีของชทัซว์ิวและไอเยอร ์(Iyer & Will, 1987) ค านวณควอซีนอร-์
มอลโหมด และสามารถหาความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมดจากการประมาณในล าดับที่ 3 ไปจนถึง
ล าดบัที่ 6 ได ้

ในปี  ค.ศ. 2003 คาร์โดโซ  ดิอัสและเลมอส  (Cardoso, Dias, & Lemos, 2003) ได้
ค านวณพลงังานของการแผ่คลื่นความโนม้ถ่วง (Gravitational energy radiation) เนื่องจากการ
ชนกันของสองอนุภาคที่มีความถ่ีคัทออฟ (Cutoff frequency) ย่านความถ่ีต ่าที่ไม่เป็นศูนย ์โดย
ก าหนดอนุภาคตัวหนึ่งในการชนกันเป็นหลุมด า ซึ่งความถ่ีคัทออฟจะมีค่าใกล้เคียงกับความถ่ี  
ควอซีนอรม์อลโหมดที่ต  ่าสุด และไดค้ านวณความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมดในมิติที่สูงขึน้รวมทัง้ยัง
ค านวณการปลดปลอ่ยพลงังานในกระบวนการสรา้งอนภุาค (Pair creation) ของหลมุด า 

ในปี ค.ศ. 2003 มุศิริและซีออฟซีส (Musiri & Siopsis, 2003) ไดใ้ชว้ิเคราะห์เชิงตัวเลข 
เพื่อหาค่าควอซีนอรม์อลโหมดของหลมุด าชวารซ์ชาลดใ์น 4 มิติ โดยการกระจายสมการคลื่นของ 
มอทล์และเอเนียทซเ์ก้ (Motl & Neitzke, 2003) จากล าดับที่ศูนยเ์ป็นล าดับที่หนึ่ง และแสดงการ
แกไ้ขล าดับที่หนึ่ง (First order correction) โดยใชว้ิธีวิเคราะหแ์บบอะซิมโททิค ซึ่งผลที่ไดต้รงกับ
ผลจากวิธีดับบลิว เค บี และตรงกับวิธีวิเคราะห์เชิงตัวเลขในกรณีของคลื่นสเกลารแ์ละคลื่นเชิง
ความโนม้ถ่วง (Scalar and Gravitational wave) 

2.2 ควอซีนอรม์อลโหมดในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร ์
ในปี ค.ศ. 1997 ชานและแมนน์ (Chan & Mann, 1997) ได้พิจารณาหลุมด าชวารซ์-

ชาลดใ์นปริภูมิเวลาของ แอนไท เดอ ซิตเตอรใ์น (2+1) มิติ และ (3+1) มิติ โดยใชว้ิธีเชิงวิเคราะห์
และวิเคราะหเ์ชิงตัวเลข เพื่อแสดงใหเ้ห็นว่าการสลายตวัสนามสเกลารเ์ป็นแบบเอกซโ์พเนนเชียล
ในพืน้หลงัของหลมุด า (2+1) มิติ และ (3+1) มิติ ทัง้ยงัแสดงใหเ้ห็นว่าการสลายตวัควอซีนอรม์อล-
โหมดในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร ์จะขึน้อยู่กับปริมาณ 𝑙 (โดยที่ 𝑙 คือ รศัมีของแอนไท เดอ 
ซิตเตอร)์ ยิ่ง 𝑙 มีค่ามากยิ่งสลายตวัไดไ้ว ดไูดจ้ากปรมิาณ 1/𝑡2𝑙+3  

ในปี ค.ศ. 1999 คอดโคทัสและสมิท  (Kokkotas & Schmidt, 1999) ได้เสนอ ทฤษฎี  
ควอซีนอรม์อลโหมดในทางดาราศาสตรร์วมทั้งอภิปรายการเพอรเ์ทอรเ์บชันหลุมด าชวารซ์าลด์
หลุมด าไรสเ์นอร  ์– นอรด์สตรอม หลุมด าเคอร ์และหลุมด าเคอร ์- นิวแมน โดยใชว้ิเคราะห์เชิง
ตวัเลขในการหาควอซีนอรม์อลโหมด ในหลมุด าขา้งตน้ 

ใน ปี  ค .ศ . 2000 หวาง หลินและแอบดาลลา  (Wang, Lin, & Abdalla, 2000) ได้
ค านวณหาค่าความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมด ของหลุมด าไรสเ์นอร  ์– นอรด์สตรอมในปริภูมิเวลา  
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แอนไท เดอ ซิตเตอรพ์บว่าค่าความถ่ีมีลกัษณะใกลเ้คียงกบัหลมุด าที่มีประจุ และหลมุด าที่มีประจุ
ที่มีขนาดใหญ่กว่าก็จะเขา้สูส่มดลุทางความรอ้นเร็วกว่า 

ในปี ค.ศ. 2000 โฮโรวิทซแ์ละฮูเบนี (Horowitz & Hubeny, 2000) ไดศ้ึกษาการสลายตวั
ของสนามสเกลาร ์ที่ออกจากหลุมด าชวารซ์ชาลด ์แอนไท เดอ ซิตเตอรซ์ึ่งก าหนดโดยค่าความถ่ี 
ควอซีนอรม์อลโหมด โดยต่างจากหลมุด าในปริภูมิราบ (หลมุด าจิ๋ว) ที่การสลายตวัเป็นแบบเอกซ์-
โพเนนเซียลแต่ในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอรแ์ละการสลายตวัของสนามสเกลารเ์ก่ียวขอ้งกบั
สถานะความรอ้นในทฤษฎีสนาม ซึ่งจะเก่ียวข้องกับเวลาในการเขา้สู่สมดุลความรอ้น และได้
ค านวณหาเวลานีใ้นกรณี 3, 4 และ 6 มิต ิในรูปแบบของหลมุด าขนาดใหญ่ 

ในปี ค.ศ. 2011 นามิยุชิคาตะและโยชิดะ (Uchikata & Yoshida, 2011) ไดศ้ึกษาความ
เสถียรของหลุมด าควอซีนอรม์อลโหมดไรสเ์นอร ์- นอรด์สตรอม เอนไท เดอ ซิตเตอร ์เมื่อ สนาม 
สเกลารไ์ม่มีมวลแต่มีประจุ และเป็นหลมุด าขนาดเล็ก ใชว้ิธีการค านวณเชิงตวัเลข โดยก าหนดค่า
รศัมีของฮอริซนัเหตกุารณ์และประจุของหลมุด า โดยท าการค านวณความแตกต่างของควอซีนอร-์
มอลโหมดจากการเปลี่ยนความเขม้ขน้ของสนามไฟฟ้าเทียบกบัขนาดรศัมีของฮอรซินัเหตกุารณ ์

2.3 ทอโพโลยีและการเปล่ียนเฟสของหลุมด าทีม่ีขนเน่ืองจากสนามสเกลาร ์
ในปี ค.ศ. 2006 มาติเนส ทรอนโกโซและสตาฟฟอเรียล  (Martínez, Troncoso, & 

Staforelli, 2006) ได้ท าการศึกษาความเป็นไปได้ทางทอโพโลยีของหลุมด าไรสเ์นอร ์– นอรด์-     
สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอร ์ที่มีขนเนื่องจากสนามสเกลาร ์ซึ่งแสดงใหเ้ห็นว่ามีความเป็นไปไดท้ี่
จะศึกษาหลุมด ามีขนในกรณีที่สนามสเกลารม์ีมวล และสนามสเกลารไ์ม่มีมวล ทั้งยังแสดงถึง
ความเป็นไปไดท้ี่จะท าใหส้นามสเกลารท์ี่มีอนัตรกิรยิากบัตวัเองในสมการไอนส์ไตน ์– แมกซเ์วลล ์ 

ในปี ค.ศ. 2006 โคทซูมบัส มุศิริ พาแพนโทโนโพบโลส และ ซีออฟซีส (Koutsoumbas, 
Musiri, Papantonopoulos, & Siopsis, 2006) ค านวณโดยใชว้ิธีเชิงวิเคราะหจ์ากกระบวนการโม-
โนโดรมี่  (Monodromy method) ในการค านวณควอซีนอร์มอลโหมดของหลุมด ามีขนที่ มี
คณุสมบติัทอโพโลยีใน 4 มิติโดยรบกวนดว้ยสนามแม่เหล็กไฟฟ้า 

ใน ปี  ค .ศ . 2010 มาติ เนสและมอน ติซี โนส  (Martinez & Montecinos, 2010) ได้
ท าการศกึษาการเปลี่ยนแปลงเฟสของหลมุด าจากหลมุด ามีขนไปเป็นหลมุด าไม่มีขน โดยงานวิจยั
นีเ้ริ่มต้นจากการที่ก าหนดสมการ ไอน์สไตน์ – แมกซเ์วลล ์ใน 4 มิติ ที่มีอันตรกิริยาของสนาม 
สเกลารแ์ละมีค่าคงตวัของจกัรวาลเป็น Λ  โดยเขียนแอคชนัไดเ้ป็น 

 𝐼[𝑔𝜇𝜈, 𝜙, 𝐴𝜇] = ∫𝑑4𝑥 √−𝑔 [
𝑅 − 2Λ

16𝜋𝐺
−

1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 −

1

12
𝑅𝜙2 − 𝛼𝜙4] 

−
1

16𝜋
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔(𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈) , 

(2.1) 
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โดย 𝐺 คือ ค่าคงตวัของนิวตนั และ 𝛼 คือ ค่าคงตวัอนัตรกิริยาของสนามสเกลาร ์สามารถหาสมการ
การเคลื่อนที่ และสมการสนามของไอนส์ไตน ์ไดด้งันี ้(ภาคผนวก) 
 

 
𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + Λ𝑔𝜇𝜈 = 8𝜋𝐺(𝑇𝜇𝜈

𝜙
+ 𝑇𝜇𝜈

𝑒𝑚), (2.2) 

 
□𝜙 =

1

6
𝑅𝜙 + 4𝛼𝜙3, (2.3) 

 
𝜕𝜈(√−𝑔𝐹𝜇𝜈) = 0 (2.4) 

โดย □ ≡ 𝑔𝜇𝜈∇𝜇∇𝜈 สามารถเขียนเทนเซอรพ์ลังงาน – โมเมนตัมของสนามสเกลาร์ (Energy-
Momentum tensor of scalar field) คือ 

 𝑇𝜇𝜈
𝜙

= 𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑔

𝛼𝛽𝜕𝛼𝜙𝜕𝛽𝜙 +
1

6
[𝑔𝜇𝜈□ − ∇𝜇∇𝜈 + 𝐺𝜇𝜈]𝜙

2

− 𝑔𝜇𝜈𝛼𝜙4 
(2.5) 

และเทนเซอร์พลังงาน – โมเมนตัมของสนามแม่เหล็กไฟฟ้า (Energy-Momentum tensor of 
electromagnetic field) คือ 

 
𝑇𝜇𝜈

𝑒𝑚 =
1

4𝜋
[𝐹𝜇𝛼𝐹𝜈𝛽 −

1

4
𝑔𝜇𝜈𝐹𝛾𝛼𝐹𝛿𝛽𝑔𝛾𝛿] 𝑔𝛼𝛽, (2.6) 

ซึ่ง  𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 และ Λ = −3 𝑙2⁄  โดยที่  𝑙 คือ รัศมีแอนไท เดอ ซิตเตอรท์ี่ มีหน่วยเป็น
ระยะทาง ในงานวิจัยนีส้ามารถหาผลเฉลยจากสมการ (2.1) เรียกว่า หลุมด ามีขน (hairy black 
hole) ซึ่งสามารถเขียนในรูปของการกระจดัเล็ก ๆ ก าลงัสอง ไดเ้ป็น 

 
𝑑𝑠2 = −[

𝑟2

𝑙2
− (1 +

𝐺𝜇

𝑟
)
2

] 𝑑𝑡2 + [
𝑟2

𝑙2
− (1 +

𝐺𝜇

𝑟
)
2

]

−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜎2, (2.7) 

โดย 𝜎 คือ มุมตันในกรณีใด ๆ เช่น ในสมมาตรทรงกลม 𝑑𝜎2 = 𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2 สามารถเขียน
ค่าของสนามสเกลาร ์

 
𝜙 = √

1

2𝛼𝑙2
(

𝐺𝜇

𝑟 + 𝐺𝜇
), (2.8) 

และศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้า 

 
𝐴 = 𝐴0(𝑟)𝑑𝑡 =  −

𝑞

𝑟
𝑑𝑡, (2.9) 

โดยที่ค่าของ 𝑞 และ 𝜇 เป็นค่าที่ขึน้ต่อกนั ดงัสมการ 
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𝑞2 = −𝐺𝜇2 (1 +

2𝜋𝐺

3𝑙2𝛼
) ≡ 𝐺𝜇2(𝑎 − 1), (2.10) 

เมื่อ 𝑎 = 2𝜋𝐺/(3𝑙2𝛼) ≥ 1 เพราะว่าค่า 𝑞 ตอ้งเป็นค่าจริง และเป็นพารามิเตอรข์องค่าคงตวัอนัตร-
กิรยิาของสนามสเกลาร ์

จากการหาค่าของฮอรซินัที่จะหาไดจ้ากการให ้[𝑟2

𝑙2
− (1 +

𝐺𝜇

𝑟
)
2
] = 0 จะเห็นไดว้่า 𝑟 เป็น

สมการก าลงัสี่ ดงันัน้การแกส้มการก าลงัสี่ออกมาจะไดผ้ลเฉลยออกมาสี่ค่า ซึ่งสี่ค่านัน้จะเรียกว่า 
ฮอรซินั ซึ่งในงานวิจยันีจ้ะแยกค่าคงตวัของ 𝜇 ออกมาเป็น 3 กรณีดว้ยกนั คือ  

1. กรณีที่ 𝐺𝜇 > 0 จะไดผ้ลเฉลยออกมาหนึ่งฮอรซินัเหตกุารณเ์สมอ 

2. กรณีที่  − 𝑙 4⁄ ≤ 𝐺𝜇 < 0  จะได้ผลเฉลยออกมาเป็น หนึ่งฮอริซันเหตุการณ์ หนึ่ง
เป็น ฮอรซินัโคชี่ และอีกสองเป็นฮอรซินัมีค่าเป็นจ านวนเชิงซอ้น 

3. กรณีที่ 𝐺𝜇 = −𝑙/4 จะท าใหเ้กิดฮอริซนัเหตุการณ์สองตวัที่มีค่าเท่ากบั 𝑙/2 และที่
เหลือจะไดอ้อกมาเป็นฮอริซนัโคชี่ จากการที่ได ้ฮอริซนัมีซ  า้กนัจึงเรียกกรณีนีว้่า หลมุด ามีขนแบบ
สดุขีด (extremal hairy black hole)  

ต่อมาท าการก าหนดให  ้𝜙 ≡ 0 ผลเฉลยของสมการที่ (2.1) จะลงรูปลงไปเป็น หลมุด าไม่
มีขนแบบในปริภูมิเวลาไรสเ์นอร ์- นอรด์สตรอม โดยใหม้ีสมมาตรไฮเพอรโ์บลิก (Nonextremal 
hyperbolic Reissner-Nordström black hole (hRN)) ซึ่งสามารถเขียนในรูปของการกระจัด   
เล็ก ๆ ก าลงัสองไดเ้ป็น 

 
𝑑𝑠2 = −(

𝜌2

𝑙2
− 1 −

2𝐺𝜇0

𝜌
+

𝐺𝑞0
2

𝜌2
)𝑑𝑡2                             

+ (
𝜌2

𝑙2
− 1 −

2𝐺𝜇0

𝜌
+

𝐺𝑞0
2

𝜌2
)

−1

𝑑𝜌2+𝜌2𝑑𝜎2, 

(2.11) 

เมื่อ 𝜌 > 0 โดยที่ 𝜌 คือ รศัมีในพิกดัเชิงมุม และ 𝜇0 และ 𝑞0 เป็นค่าคงตวัจากการอินทริเกตที่ไม่ขึน้
ต่อกัน  ทั้งยังเป็นสัดส่วนของ มวลและประจุไฟฟ้าตามล าดับ  ต่อมาสามารถเขียนศักย์
แม่เหล็กไฟฟ้าไดเ้ป็น  

 𝐴 = −
𝑞0

𝜌
𝑑𝑡, (2.12) 

จะท าการหาค่าของฮอริซนัเหตกุารณ ์โดยที่นิยามใหฮ้อรซินัเหตกุารณม์ีค่าเป็น 𝜌+ และจะสามารถ
หาค่าของฮอรซินัเหตกุารณไ์ดจ้ากสมการ  

 𝜌+
2

𝑙2
− 1 −

2𝐺𝜇0

𝜌+
+

𝐺𝑞0
2

𝜌+
2 = 0, (2.13) 

ต่อมาในกรณีของหลมุด าไม่มีขนแบบสดุขีด จะเป็นไดโ้ดยจะตอ้งเป็นไปตามเงื่อนไขดงัสมการ 
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𝐺𝜇0|𝑒𝑥𝑡 = (

2𝜌+
2

𝑙2
− 1)𝜌+,      𝐺𝑞0

2|𝑒𝑥𝑡 = (
3𝜌+

2

𝑙2
− 1)𝜌+

2 , (2.14) 

ในงานวิจัยของมาติเนสและมอนติซีโนส ตอ้งการหาการเปลี่ยนเฟสของหลุมด า โดยใช้
การค านวณผ่านทาง พลังงานอิสระ (Free energy) ของหลุมด า การที่จะหาการเปลี่ยนเฟสของ
หลุมด าไดโ้ดยเขียนใหอ้ยู่ในรูปของผลต่างของพลังงานอิสระของเทอรโ์มไดนามิกส ์และท าการ
ค านวณค่าของแกรนดค์าโนนิคอลออนซอมเบิล (Grand canonical ensemble) ของหลุมด ามีขน
และหลุมด าไม่มีขน เมื่ออุณหภูมิรวมของระบบเป็น 𝑇 และมีค่าความต่างศักย์ไฟฟ้าเป็น Φ =

𝐴0(∞) − 𝐴0 (ที่ ฮอริซนัเหตุการณ)์ ต่อมาหาค่าของพลงังานอิสระ 𝐹 เป็นฟังกช์ันที่ขึน้อยู่กบัค่า 𝑇 
และ Φ สามารถเขียนสมการของพลงังานอิสระไดเ้ป็น 𝐹 = 𝐹(𝑇,Φ) = 𝑀 − 𝑇𝑆 − Φ 𝑄 เมื่อ 𝑀,𝑄, 𝑆 
หมายถึงมวล ประจุไฟฟ้า และเอนโทรปีของหลมุด า ดงันัน้การที่จะเขียนสมการพลงังานอิสระได้
จะตอ้งเขียนอุณหภูมิ ความต่างศักยไ์ฟฟ้า มวล ประจุไฟฟ้า และเอนโทรปีของหลุมด า ซึ่งจะเริ่ม
จากกรณีของหลมุด ามีขนจะสามารถเขียนปรมิาณดงักลา่วไดเ้ป็น 

 𝑇 =
1

2𝜋𝑙
(
2𝑟+
𝑙

− 1) ,     Φ =
𝑞

𝑟+
, (2.15) 

 
𝑀 =

𝜎

4𝜋
𝜇, 𝑄 =

𝜎

4𝜋
𝑞,       𝑆 =

𝜎𝑟+
2

4𝐺∗
, (2.16) 

เมื่อ 𝐺∗ คือ ค่าคงตวัของนิวตนัยงัผล (Effective Newton constant) ซึ่งมีค่าเป็น 

 1

𝐺∗
≡

1

𝐺
(1 −

4𝜋𝐺

3
𝜙2(𝑟+)), (2.17) 

จากงานวิจัยของมาติเนส ทรอนโกโซและสตาฟฟอเรียล แสดงใหเ้ห็นว่า เอนโทรปีของ
ระบบจะตอ้งมีค่าเป็นบวกเสมอ ดงันัน้ในสมการที่ (2.16) ไดผ้ลออกมาเป็นค่าบวก ยกเวน้ส่วนค่า
คงตวัของนิวตนัยงัผลที่อาจจะไม่มีค่าเป็นบวก ซึ่งจะเห็นจากสมการที่ (2.17) ว่าถา้ตอ้งการใหม้ีค่า
เป็นบวกจะตอ้งก าหนดให้ 1 −

4𝜋𝐺

3
𝜙2(𝑟+) ≥ 0 โดยที่ค่า 𝜙 มีค่าดังสมการ (2.8) ซึ่งเป็นฟังก์ชัน

ของ 𝛼 โดยที่สามารถเขียนสองปริมาณดงักล่าวใหอ้ยู่ในรูปของพารามิเตอร ์𝑎 (จากความสมัพันธ ์
𝑎 = 2𝜋𝐺/(3𝑙2𝛼)) ดว้ยเงื่อนไขดังกล่าวจึงสามารถหาช่วงของอุณหภูมิ ซึ่งสามารถเขียนเป็นช่วง
ระหว่างอุณหภูมิน้อยที่สุดกับอุณหภูมิมากที่สุด (𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥) โดยที่อุณหภูมิที่น้อยที่สุดกับ
อณุหภมูิที่มากที่สดุสามารถเขียนเป็นฟังกช์นัของพารามิเตอร ์𝑎 ไดด้งัสมการ 

 
𝑇𝑚𝑖𝑛 =

1

2𝜋𝑙
(
√𝑎 − 1 

√𝑎 + 1
),     𝑇𝑚𝑎𝑥 =

1

2𝜋𝑙
(
√𝑎 + 1

√𝑎 − 1
), (2.18) 

ต่อมาในกรณีของหลมุด าไม่มีขนสามารถเขียนปรมิาณดงักลา่วไดเ้ป็น 
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𝑇 =

1

2𝜋𝑙
(
𝜌+

𝑙
+

𝐺𝜇+𝑙

𝜌+
2 −

𝐺𝑞0
2𝑙

𝜌+
3 ) ,     Φ =

𝑞0

𝜌+
, (2.19) 

 
𝑀 =

𝜎

4𝜋
𝜇0, 𝑄 =

𝜎

4𝜋
𝑞0, 𝑆 =

𝜎𝜌+
2

4𝐺
, (2.20) 

ในการที่จะหาค่าการเปลี่ยนเฟสระหว่างหลุมด ามีขนกับหลุมด าไม่มีขน ได้ท าการก าหนดให ้    
หลมุด าทัง้สองนัน้มีแกรนดค์าโนนิคอลออนซอมเบิลเท่ากนั (จุดที่เกิดการเปลี่ยนเฟส) หมายความ
ว่า อุณหภูมิของหลมุด าแบบมีขนกบัไม่มีขนมีค่าเท่ากัน และศักยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าของหลมุด ามีขน
และไม่มีขนมีค่าเท่ากนั ดงันัน้จึงน าสมการที่ (2.15) และ (2.19) มาเท่ากนัจะไดด้งัสมการ 

 2𝑟+
𝑙

− 1 =
𝜌+

𝑙
+

𝐺𝜇0𝑙

𝜌+
2 −

𝐺𝑞0
2𝑙

𝜌+
3 ,

𝑞

𝑟+
=

𝑞0

𝜌+
, (2.21) 

ทัง้นีส้มการที่ (2.15) และ (2.19) เป็นฟังกช์นัที่ขึน้อยู่กบัตัวแปร 𝑟+, 𝑞, 𝜌+ และ 𝑞0 เพื่อใหง้่ายจะท า
การเปลี่ยนฟังกช์นัใหข้ึน้อยู่กบัตวัแปร 𝑇 และ Φ ต่อมาจะท าการเปลี่ยนสมการ (2.15)–(2.17) และ 
(2.19)–(2.21) ที่เขียนให้อยู่ในรูปของตัวแปร 𝑇 และ Φ แทนลงในสมการของพลังงานอิสระ ซึ่ง
เขียนพลงังานอิสระไดเ้ป็น 2 แบบ คือ พลงังานอิสระของหลุมด าไม่มีขน (𝐹ℎ𝑅𝑁) กับหลุมด ามีขน 
(𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦) ดงัสมการ 

 
𝐹ℎ𝑅𝑁 = −

𝜎𝑙

8𝜋𝐺
[2 (

𝜌+

𝑙
− 𝜋𝑙𝑇)

𝜌+
2

𝑙2
  ], (2.22) 

 
𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦 = −

𝜎𝑙

8𝜋𝐺
[(𝜋𝑙𝑇 +

1

2
)
2

+ 𝑎 (𝜋𝑙𝑇 −
1

2
)
2

], (2.23) 

จากสมการที่ (2.19) สามารถแกส้มการก าลงัสี่เพื่อหา 𝜌+/𝑙 จะไดอ้อกมาเป็นพารามิเตอรข์อง 𝜋𝑙𝑇 
และ 𝑎 ดงัสมการ 

 𝜌+

𝑙
=

2𝜋𝑙𝑇

3
[1 + √1 +

3

4(𝜋𝑙𝑇)2
[1 + (𝑎 − 1) [𝜋𝑙𝑇 −

1

2
]
2

]], (2.24) 

น าสมการ (2.24) แทนลงไปในสมการ (2.22) เพื่อท าใหเ้ป็นตัวแปรเดียวกัน และหาค่าความต่าง
ของพลงังานอิสระ ระหว่างหลุมด าไม่มีขนกับหลุมด ามีขน โดยน าพลงังานอิสระทัง้สองมาลบกัน
ดงัสมการ  

 ∆𝐹 = 𝐹ℎ𝑅𝑁 − 𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦, (2.25) 

โดยปกติพลงังานอิสระจะเป็นฟังก์ชันของสองตัวแปรที่อยู่ในรูปของปริภูมิเฟสของอุณหภูมิ (𝑇) 
และศกัยไ์ฟฟ้า (Φ) ในกรณีของหลมุด ามีขนมวล (𝜇) กบัประจ ุ(𝑞) จะเห็นไดจ้ากสมการ (2.10) มี
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ความสัมพันธ์แบบเชิงเสน้ ท าให้เขียนพลังงานอิสระในสมการ (2.22),(2.23) และ (2.25) เป็น
ฟังกช์นัของตวัแปรเดียวในรูปตวัแปรอณุหภมูิ (𝑇)  

โดยในงานวิจัยของมาติเนสและมอนติซีโนส ได้ท าการหาแผนภาพเฟส ซึ่งขึน้อยู่กับ
พารามิเตอร ์𝑎 โดยค่าของพารามิเตอร ์𝑎 มีค่าเป็นส่วนกลับของค่าคงตัวอันตรกิริยาของสนาม 
สเกลาร์ (𝛼) {𝑎 =

2𝜋𝐺

3𝑙2𝛼
} สามารถดูได้จากกราฟในภาพประกอบที่  2 แสดงให้เห็นถึ งการ

เปลี่ยนแปลงของ ∆𝐹 โดยพารามิเตอร ์𝑎 สองค่า เมื่อค่าของพารามิเตอร ์𝑎 ที่เป็นไปไดท้ัง้หมดนัน้
ตอ้งมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับ 1 (𝑎 ≥ 1) จะเห็นไดว้่าค่าที่ท าใหเ้กิดการเปลี่ยนเฟสนัน้เกิดไดท้ี่ค่า 
𝑇𝑐 = (2𝜋𝑙)−1 (ที่ Φ = 0) โดยเรียกจุดนีว้่าการเปลี่ยนเฟสล าดบัที่สอง เพราะว่าจุดที่ ∆𝐹 = 0 ที่ 𝑇𝑐 
ในกราฟสีน า้เงินจะเห็นไดว้่าความชันเป็นศูนยเ์ป็นล าดับที่สอง และในกราฟสีแดงจะเห็นไดว้่า
กราฟลดลงมายังจุด 𝑇𝑐 ซึ่งเป็นจุดเดียวกับกราฟสีน า้เงิน ทัง้นีย้ังสามารถยืนยันผลไดโ้ดยท าการ
กระจายอนกุรมก าลงัสาม 

 
∆𝐹 = −

𝑎𝜎𝜋𝑙4

64𝐺
(𝑇 − 𝑇𝑐)

3 + 𝒪(𝑇 − 𝑇𝑐)
4 , (2.26) 

 

 

ภาพประกอบ 2 กราฟการเปลี่ยนเฟสของของหลมุด าระหว่างผลต่างพลงังานอิสระกบัอณุหภมูิซึ่ง

จะแสดงใหเ้ห็นถึงค่าการเปลี่ยนเฟสในล าดับที่หนึ่งและล าดบัที่สอง 

ที่มา: (Martinez & Montecinos, 2010) 
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โดยภาพประกอบ 2 จะแสดงถึงกราฟที่เขียนระหว่างผลต่างของพลงังานอิสระ (∆𝐹) กับ
อุณหภูมิ (𝜋𝑙𝑇) กราฟทั้งสองต่างกันที่ค่าพารามิเตอร ์𝑎 เมื่อเสน้สีแดงมีค่า 𝑎 = 18 และเสน้สีน า้
เงินมีค่า 𝑎 = 90 (พารามิเตอร ์𝑎 = 2𝜋𝐺/3𝑙2𝛼 ) จะเห็นไดว้่ากราฟทั้งสองค่านั้นมีค่าลู่เข้าสู่การ
เปลี่ยนเฟสล าดับที่สองที่จุด 𝑇𝑐 = (2𝜋𝑙)−1 เหมือนกันทั้งสองค่า และที่เสน้สีน า้เงินจะใหค่้าการ
เปลี่ยนเฟสล าดบัที่หนึ่งที่จดุ 𝑇1 

ผลจากงานวิจยัขา้งตน้คลา้ยคลึงกบังานวิจยัที่กล่าวถึงหลมุด าที่ไม่มีประจุ จากงานวิจยั
ของคอดโคทัส มุศิริ พาพันโทโนสโพลสัและซินอฟซิต หรืองานวิจัยของมาติเนส ทรอนโกโซและ
ซิเนส (Koutsoumbas et al., 2006; Martínez, Troncoso, & Zanelli, 2004) (ในกรณีหลมุด าไม่มี
ประจุก าหนดใหค่้า 𝑎 = 1 ) ในช่วงของ 𝑇 ≥ 𝑇𝑐 นัน้เป็นหลมุด าไม่มีขน ในทางเทอรโ์มไดนามิกสไ์ด้
นิยามแบบนีเ้พราะว่าที่ 𝑇 < 𝑇𝑐 ไดน้ิยามใหเ้ป็นหลมุด ามีขน ซึ่งดไูดจ้ากภาพประกอบที่ 3 

 

 

ภาพประกอบ 3 กราฟการเปลี่ยนเฟสของหลมุด าระหว่างอณุหภมูิกบัพารามิเตอรข์องค่าคงตวั

อนัตรกิรยิาของสนามสเกลาร ์

ที่มา: (Martinez & Montecinos, 2010) 

โดยภาพประกอบ 3 จะแสดงถึงกราฟของค่าการเปลี่ยนเฟส โดยที่ช่วงของค่า 𝑇𝑚𝑖𝑛 กับ 
𝑇𝑚𝑎𝑥 จะเห็นไดว้่ากราฟทั้งหมดลู่เขา้สู่ค่า 𝑇𝑐 = (2𝜋𝑙)−1 เมื่อ 𝑎 → ∞  และการเปลี่ยนเฟสล าดับที่
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สองจะเกิดที่  𝑎 ≥ 1 จากภาพจะเห็นว่าที่ เส้น 𝑇1 นั้นเริ่มต้นที่  𝑎 = 𝑎1 และการเพิ่มขึ ้นของ
พารามิเตอร ์𝑎 ไปที่จุด 𝑎 ≥ 𝑎2 เสน้ของ 𝑇1 นัน้ไดเ้ขา้ไปในส่วนของหลุมด ามีขน ซึ่งจะเรียกส่วนที่
เขา้ไปว่า การเปลี่ยนเฟสล าดบัที่หนึ่ง ต่อมาจากการค านวณอณุหภูมิของหลมุด ามีขนนัน้อยู่ในช่วง 
(𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥) แต่จากภาพจะเห็นได้ว่าส่วนสีเทาที่ เป็นอุณหภูมิของหลุมด ามีขนที่อยู่ในช่วง 
(𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑐)  เพราะว่าช่วง (𝑇𝑐, 𝑇𝑚𝑎𝑥) ไปซ า้กบัอณุหภูมิของหลมุด าไม่มีขนดงันัน้จึงตอ้งตดัออก จาก
รูปจะเห็นไดว้่าค่า 𝑇2 และ 𝑇3 นัน้อยู่นอกเหนือช่วงของ (𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥) จะตีความว่าอณุหภูมิทัง้สอง
ไม่เป็นอณุภูมิทางกายภาพ (อณุหภูมิกายภาพ คือ อณุหภูมิที่เป็นไปไดข้องหลุมด ามีขน ดูไดจ้าก
ภาพประกอบที่ 3) 

จากภาพประกอบที่ 2 จะเห็นไดว้่าที่ 𝑎 > 𝑎1 = 3(3 + 2√3)~19.4 สามารถหาผลเฉลยที่
ผลต่างพลงังานอิสระเป็นศนูย ์(∆𝐹 = 0) ไดท้ี่จุด 𝑇1 และสามารถหาการเปลี่ยนเฟสล าดบัที่สองได้
ที่จุด 𝑇𝑐 ต่อมาในภาพประกอบที่ 3 ที่ 𝑎 > 𝑎2~89 จะเห็นไดว้่าอณุหภูมิ 𝑇1 จะเปลี่ยนเขา้ไปในส่วน
ของหลมุด ามีขน 

ต่อมาในงานวิจัยของมาติเนสและมอนติซีโนสยังได้เพิ่มอีกหนึ่งกรณี คือ กรณีของ    
หลุมด าไม่มีขนแบบสุดขีดลงในการค านวณ โดยที่หลุมด าไม่มีขนแบบสุดขีดซึ่งจะค านวณคลา้ย
กบัสองกรณีก่อนหนา้ คือ เขียนใหอ้ยู่ในรูปของพลงังานอิสระเพื่อที่จะน าพลงังานอิสระของหลมุด า
แต่ละประเภทมาหาค่าความต่างเฟส โดยที่ใชส้มการ (2.14) มาแทนลงในสมการของพลังงาน
อิสระจะไดเ้ป็น 

 
𝐹𝑒𝑥𝑡 = −

𝜎𝑙

4𝜋𝐺
[
1 + (𝑎 − 1) (𝜋𝑙𝑇 −

1
2)

2

3
]

3
2

, (2.27) 

เมื่อ 𝑎 > 1 และ 𝑇 > 0 ที่พลงังานอิสระมีค่าเป็น  𝐹𝑒𝑥𝑡 เป็นค่าที่ดีที่สุดในกรณีของหลุมด าไม่มีขน 
ซึ่งพลังงานอิสระแบบนี ้ คือ พลังงานอิสระของหลุมด าที่ ไม่มีขนแบบสุดขีด จะบ่งชี ้ถึงการ
เปลี่ยนแปลงจากหลมุด าไม่มีขนแบบสดุขีดไปเป็นหลมุด าไม่มีขน หรือหลมุด ามีขน โดยเห็นไดจ้าก
การเปลี่ยนเฟส ซึ่งจะคลา้ยคลึงกบังานวิจัยของมาติเนสและทรอนโกโซ (Martínez & Troncoso, 
2006) (หรืองานวิจัยของไคและหวาง (Cai & Wang, 2004) ) ที่น า 𝐹𝑒𝑥𝑡 กับ 𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦 มาเทียบกัน 
โดยท าการหาค่าความต่างจะเห็นไดว้่าพจนข์อง 𝐹𝑒𝑥𝑡 − 𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦 = 0 ที่ค่าของสองอุณหภูมิ คือ ที่
อณุหภูมิเท่ากับ 𝑇2 และที่อุณหภูมิเท่ากับ 𝑇3 (เมื่อ 𝑇3 > 𝑇2) จะเห็นไดว้่า 𝑇2 และ 𝑇3 จะปรากฏขึน้
เฉพาะที่ 𝑎 > 𝑎1 ซึ่งแสดงใหเ้ห็นว่าที่ 𝐹𝑒𝑥𝑡 > 𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦 จะอยู่ในช่วงของ (𝑇2, 𝑇3) อาจจะเป็นสญัญาณ
บ่งชีถ้ึงการมีอยู่ของการเปลี่ยนเฟสของอณุหภมูิ 𝑇3 และ 𝑇2 ที่ 𝑎 > 𝑎1 (จากภาพประกอบที่ 3) 
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อย่างไรก็ตามที่อุณหภูมิที่ 𝑇2 < 𝑇𝑚𝑖𝑛 และ 𝑇3 > 𝑇𝑚𝑎𝑥 (จากภาพประกอบที่ 3) นัน้ไม่ได้
อยู่ในช่วงของ 𝑇𝑚𝑖𝑛 < 𝑇 < 𝑇𝑚𝑎𝑥 คือ ไม่ไดอ้ยู่ในช่วงของอณุหภูมิกายภาพ ดงันัน้อณุหภูมิดงักล่าว
จึงไม่สามารถท าใหเ้กิดการเปลี่ยนเฟสระหว่างหลมุด ามีขนกบัหลมุด าไม่มีขนแบบสดุขีดได้ ตัง้แต่
ที่ค่าของ 𝐹𝑒𝑥𝑡 มากกว่าค่าของ 𝐹ℎ𝑎𝑖𝑟𝑦 และ 𝐹ℎ𝑅𝑁 จะเห็นว่าหลมุด าไม่มีขนแบบสุดขีด นัน้สามารถ
สลายตัวลงเป็นหลุมด ามีขน  หรือสลายตัวไปเป็นหลุมด าไม่มีขน และสามารถสลายตัวใน
อตัราสว่นที่แตกต่างกนั 
 



 

บทที ่3 
วิธีการด าเนินการวิจัย 

ในงานวิจยันีจ้ะท าการหาควอซีนอรม์อลโหมดของศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าในปริภูมิเวลาของ
หลุมด าไรสเ์นอร ์- นอรด์สตรอม แอนไท เดอ ซิตเตอรท์ี่มีขนสเกลารใ์น 4 มิติ สามารถดูขัน้ตอน
งานวิจัยนี ้ได้จากผลงานตีพิมพ์กาญจนเพิ่มชม และมุศิริ ในปี 2021 (Kanjanaphomchom & 
Musiri, 2021) ซึ่งเป็นงานวิจยัที่ตีพิมพข์องงานวิจยันี ้แต่จะลงรายละเอียดอย่างมาก และมีผลของ
งานวิจยัอยู่ภายในเลม่วิจยันี ้ทัง้นีใ้นทบนี ้จะเริ่มตน้จากการตัง้เงื่อนไขของการไหลของประจุไฟฟ้า
ที่อยู่ในหลมุด า ทัง้ยงัมีขัน้ตอนของการหาผลเฉลย และมีขัน้ตอนการด าเนินงานดงัต่อไปนี ้

3.1 สมการอนุพันธข์องศักยแ์ม่เหล็กไฟฟ้า 
เริ่มจากตั้งสมมติฐานโดยการที่สรา้งการไหลของประจุไฟฟ้าของหลุมด ามีขน และให้

กระแสไฟฟ้านัน้ไม่ขึน้กบัมมุ 𝜙 ต่อมาท าการเปลี่ยนพิกดั 𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙 → 𝑡, 𝑟,𝒳,𝒴 โดยที่ 𝒳,𝒴 เป็นพิกดั
ทั่วไป 

  𝑑𝑠2 = −𝑓(𝑟)𝑑𝑡2 + 𝑓(𝑟)−1𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝒳2 + 𝑑𝒴2),   

   𝑓(𝑟) =
𝑟2

𝑙2
− (1 +

𝐺𝜇

𝑟
)
2

, 
(3.1) 

เพื่อที่จะท าใหม้ีการไหลของของประจไุฟฟ้าของหลมุด า แต่ว่าไม่ท าใหเ้กิดการเปลี่ยนแปลงต่อศกัย์
แม่เหล็กไฟฟ้าในพิกดั 𝑡 ของ 𝐴0 จึงตอ้งก าหนดศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าในพิกดั 𝒳 ของ 𝐴𝒳  ไม่ขึน้อยู่กบั
พิกดั 𝒳 :ซึ่งสามารถเขียนศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าไดเ้ป็น 

 𝐴 ≡ 𝐴𝜇𝑑𝑥𝜇 = 𝐴0𝑑𝑥0 + 𝐴𝒳𝑑𝑥𝒳 , (3.2) 

โดยก าหนดให ้

 
𝐴0(𝑟) ≡

𝑘𝑄

𝑟
,     𝐴𝒳 ≡ 𝑒−𝒾𝜔𝑡𝑅(𝑟)ℋ(𝒴), (3.3) 

จากการไหลของประจไุฟฟ้าท าใหเ้กิดสนามแม่เหล็กในทิศ 𝒳 ซึ่งท าใหเ้กิดศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้าในรูป
ของ 𝐴𝒳โดยไม่ขึน้กบัทิศ 𝒳 จะหาผลเฉลยไดจ้ากสมการ (2.4) ในงานวิจยันีจ้ะท าการแทนสมการที่ 
(3.2) และ (3.3) ลงไป 
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0 = 𝜕𝜈(√−𝑔𝐹𝜇𝜈) 

    = 𝜕𝜈(√−𝑔𝑔𝒳𝒳𝑔𝜈𝜈𝐹𝒳𝜈) 

    = 𝜕𝑡(√−𝑔𝑔𝒳𝒳𝑔𝑡𝑡𝐹𝒳𝑡) + 𝜕𝑟(√−𝑔𝑔𝒳𝒳𝑔𝑟𝑟𝐹𝒳𝑟) 

        +𝜕𝒴(√−𝑔𝑔𝒳𝒳𝑔𝒴𝒴𝐹𝒳𝒴) 

    = −
𝜔2

𝑓(𝑟)
𝐴𝒳 + 𝜕𝑟(𝑓(𝑟)𝜕𝑟𝐴𝒳) +

1

𝑟2
𝜕𝑟

2𝐴𝒳 

0 =
𝑟2

𝑅
𝜕𝑟(𝑓(𝑟)𝜕𝑟𝑅(𝑟)) +

𝜔2𝑟2

𝑓(𝑟)
+

1

ℋ(𝒴)
𝜕𝒴

2ℋ(𝒴), 

 
 
 
 
 
 

(3.4) 
จะเห็นไดว้่ามีการแยกองคป์ระกอบที่จะท าใหส้มการออกมาอยู่ในสองรูปแบบ คือ สมการที่ขึน้กับ
มมุ และสมการที่ขึน้กบัรศัมีดงัสมการ  

 1

ℋ(𝒴)
𝜕𝒴

2ℋ(𝒴) ≡ −𝑚2,  (3.5) 

และ 

 
  
𝑟2

𝑅
𝜕𝑟(𝑓(𝑟)𝜕𝑟𝑅(𝑟)) +

𝜔2𝑟2

𝑓(𝑟)
≡ +𝑚2, (3.6) 

โดย 𝑚 คือ ค่าคงตวัจากการแยกตวัแปร จากสมการที่ (3.6) สามารถจดัรูปไดเ้ป็น 

 
0 = 𝑓(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
(𝑓(𝑟)

𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
) + 𝜔2𝑅(𝑟) −

𝑚2𝑅(𝑟)𝑓(𝑟)

𝑟2
, (3.7) 

จะเห็นไดว้่าสมการที่ (3.7) เป็นสมการอนพุนัธล์  าดบัที่สอง ซึ่งจะมีความยุ่งยากของการแกส้มการ 

3.2 ผลเฉลยทีค่่าคงตัวของการแยกตัวแปรเป็นศูนย ์
จากสมการที่ (3.7) จะเห็นไดว้่ามีความยุ่งยากในการหาผลเฉลยแบบแม่นตรง ดังนัน้ใน

ขัน้ตอนนีจ้ะท าการก าหนดใหค่้าคงตวัจากการแยกตวัแปรเป็นศนูย ์(𝑚 = 0) จะท าการหาผลเฉลย
ของสมการอนพุนัธไ์ดง้่ายยิ่งขึน้ 

เริ่มจากการไดผ้ลเฉลยของสมการท่ี (3.5) เป็น 

 
ℋ(𝒴) = c + 𝑏𝒴, (3.8) 

โดยที่ 𝑐, 𝑏 คือ ค่าคงตวั เนื่องจาก ℋ(𝒴) ในสมการ (3.8) มีสมมาตรทรงกลมหรือสมมาตรไฮเพอร-์
โบลิค ในกรณีที่เป็นสมมาตรทรงกลม 𝒴 เป็นมมุที่จะตอ้งท าใหท้ าให ้ℋ(𝒴) มีค่าเป็นคาบ หรือใน
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กรณีที่เป็นสมมาตรไฮเพอรโ์บลิค 𝒴 เป็นมมุหรือปรมิาณที่มีค่าตัง้แต่ศนูยถ์ึงอนนัตแ์ต่จะตอ้งไม่ท า
ให ้ℋ(𝒴) หาค่าไม่ไดห้รือลู่ออก ไม่ว่าจะใหค่้า 𝒴 เป็นมุมที่มีการครบรอบ 2𝜋 หลายครัง้หรือมีค่า
มาก ๆ จะตอ้งท าให ้ℋ(𝒴) มีค่าเป็นคาบและ/หรือไม่ลูอ่อก จึงก าหนดใหค่้าคงตวั 𝑏 = 0 เพื่อใหไ้ม่
เกิดการลูอ่อก และสมการท่ี (3.7) จะลดรูปลงมาเป็น 

 
  0 = 𝑓(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
(𝑓(𝑟)

𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
) + 𝜔2𝑅(𝑟), (3.9) 

ต่อมาจะท าการหาผลเฉลยของสมการที่ (3.9) โดยที่ก าหนดค่าของ 𝑟 → 𝑟∗ เป็น 

 𝑑2𝑅

𝑑(𝑟∗)2
+ 𝜔2𝑅 = 0,     𝑑𝑟∗ =

𝑑𝑟

𝑓(𝑟)
=

𝑑𝑟

𝑟2

𝑙2
− (1 +

𝐺𝜇
𝑟 )

2, (3.10) 

จะไดผ้ลเฉลยของค่า 𝑅(𝑟∗) เป็น 

 
𝑅(𝑟∗) = A𝑒𝒾𝜔𝑟∗

+ 𝐵𝑒−𝒾𝜔𝑟∗
, (3.11) 

โดยที่ 𝐴, 𝐵 คือ ค่าคงตวั และสามารถหาค่า 𝑟∗ ในรูปของ 𝑟 ไดเ้ป็น  

 
𝑟∗ = ∑[

𝑎𝑖𝑟𝑖
2

2𝑙2
ln(𝑟 − 𝑟𝑖) +

𝑎𝑖

2𝑙2
(𝑟 − 𝑟𝑖)

2 +
2𝑎𝑖𝑟𝑖

2

𝑙2
 ]

4

𝑖=1

 , (3.12) 

ทัง้นี ้𝑎𝑖 มีค่าเป็น 

 
𝑎1 =

1

(𝑟1 − 𝑟2)(𝑟1 − 𝑟3)(𝑟1 − 𝑟4)
, 𝑎2 =

1

(𝑟2 − 𝑟1)(𝑟2 − 𝑟3)(𝑟2 − 𝑟4)
, 

𝑎3 =
1

(𝑟3 − 𝑟1)(𝑟3 − 𝑟2)(𝑟3 − 𝑟4)
, 𝑎4 =

1

(𝑟4 − 𝑟1)(𝑟4 − 𝑟2)(𝑟4 − 𝑟3)
, 

(3.13) 

โดยที่ 𝑎𝑖 เป็นดงัสมการ (3.13) 

 
∑𝑎𝑖 =

4

𝑖=1

∑𝑎𝑖𝑟𝑖 =

4

𝑖=1

∑𝑎𝑖𝑟𝑖
2 = 0,

4

𝑖=1

 (3.14) 

จากสมการที่ (3.14) แทนลงไปในสมการที่ (3.12) จะลดรูปลงเป็น 

 
𝑟∗ = ∑

𝑎𝑖𝑟𝑖
2

2𝑙2
ln(𝑟 − 𝑟𝑖)

4

𝑖=1

, (3.15) 

ซึ่งแทนลงไปในสมการที่ (3.11) จะไดว้่า 

 
𝑅(𝑟) = ∏𝐴(𝑟 − 𝑟𝑖)

𝒾𝜔𝑎𝑖𝑟𝑖
2

2𝑙2 + ∏𝐵(𝑟 − 𝑟𝑖)
−𝒾𝜔𝑎𝑖𝑟𝑖

2

2𝑙2

4

𝑖=1

4

𝑖=1

, (3.16) 
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จากเงื่อนไขขอบเขตที่ใกล ้ๆ กับฮอริซนัเหตกุารณ์จะตอ้งมีเพียงคลื่นที่วิ่งเขา้เท่านัน้ ท าใหใ้นส่วน
ของยกก าลังบวกซึ่งหมายถึงคลื่นที่วิ่งออกจะต้องไม่มีอยู่ จึงท าการก าหนดให้ 𝐴 = 0 ดังนั้นถ้า
น าไปแทนในสมการของ (3.16) จะไดว้่า 

 
𝑅(𝑟) = ∏𝐵(𝑟 − 𝑟𝑖)

−𝒾𝜔𝑎𝑖𝑟𝑖
2

2𝑙2

4

𝑖=1

 (3.17) 

และเงื่อนไขขอบเขตที่ไกล ๆ จากหลุมด าจะตอ้งมีแค่คลื่นที่วิ่งออกเท่านั้นหรือค่าที่ไดจ้ะตอ้งไม่      
ลูอ่อก (𝑟 → ∞) แทนลงไปในสมการที่ (3.17) โดยที่ค่า 𝜔 ≡ ℝ𝕖(𝜔) − 𝕀𝕞(𝜔) = 𝜔𝑅𝑒 − 𝒾|𝜔𝐼𝑚| ซึ่ง
ถา้น าไปแทนลงในสมการที่ (3.17) จะไดว้่า 

 
𝑅(𝑟 → ∞) ≈ ∏(𝑟)

−𝒾(𝜔𝑅𝑒−𝒾|𝜔𝐼𝑚|)𝑎𝑖𝑟𝑖
2

2𝑙2

4

𝑖=1

 (3.18) 

เมื่อ 𝑟 → ∞ จะสามารถประมาณโดยใช้วิธีการประมาณแบบอนุกรมเทย์เลอร ์(Taylor series)  

𝑅 ≈ 𝑟−
𝑖𝜔

2𝑙
(∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖

24
𝑖=1 ) (1 +

−𝑖𝜔

2𝑙
(∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖

34
𝑖=1 )

1

𝑟
+ ⋯) แ ล ะ จ า ก เงื่ อ น ไ ข ใ น ส ม ก า ร ที่  ( 3 .1 4 ) 

(∑ 𝑎𝑖 =4
𝑖=1 ∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖 =4

𝑖=1 ∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖
2 = 0,4

𝑖=1 ∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖
34

𝑖=1 ≠ 0) จะประมาณได้เป็น 𝑅 ≈ 𝑎 +
𝑏

𝑟
+ ⋯ โดยที่ 

𝑎, 𝑏 เป็นค่าคงตัว จะเห็นได้ว่าสมการที่  (3.18) มี ค่าไม่ลู่ออก  และส่วนของการก าหนดให ้        
𝜔 = 𝜔𝑅𝑒 − 𝒾|𝜔𝐼𝑚| เนื่องจากเงื่อนไขขอบเขตของควอซีนอรม์อลโหมดรูไ้ดเ้พียงว่าส่วนจินตภาพ
ของควอซีนอรม์อลโหมดตอ้งก าหนดใหเ้ป็นค่าลบ เพราะว่าจะท าใหม้ีแค่คลื่นวิ่งเขา้เท่านัน้ จาก
เงื่อนไขขอบเขตที่ใกล้ ๆ กับฮอริซันเหตุการณ์ แต่ว่าส่วนจริงของควอซีนอรม์อลโหมดนั้นไม่
สามารถทราบได ้ในเงื่อนไขของการประมาณที่ 𝑚 = 0 จากเงื่อนไขขอบเขตของควอซีนอรม์อล-
โหมดสามารถหาสมการแม่นตรงไดเ้ป็น 
 

𝑅(𝑟) ≈  (𝑟 − 𝑟1)
−𝒾𝜔𝑎1𝑟1

2

2𝑙2 (𝑟 − 𝑟2)
−𝒾𝜔𝑎2𝑟2

2

2𝑙2 (𝑟 − 𝑟3)
−𝒾𝜔𝑎3𝑟3

2

2𝑙2 (𝑟 − 𝑟4)
−𝒾𝜔𝑎4𝑟4

2

2𝑙2 , (3.19) 

ทัง้นีส้ามารถหาสมการแบบแม่นตรงจากท าการก าจดัค่าคงตวั 𝑚 ออกไป และเป็นแนวคิดตัง้ตน้ใน
ส่วนของการประมาณอนุกรมก าลงัของตัวแปร 𝑟 หรือ 1/𝑟 แต่ว่าถา้ไม่ท าการก าหนดใหค่้าคงตัว 
𝑚 เป็นศูนย ์ในบทต่อมาตอ้งการจะหาสมการอนุพันธ์ล  าดับที่สองนัน้ใกลเ้คียงกับสมการอนุพันธ์
ในสมการที่ (3.7) มากยิ่งขึน้ ซึ่งจะแสดงใหเ้ห็นในหว้ขอ้ 3.3 และบทที่ 4 

3.3 ผลเฉลยทีค่่าคงตัวของการแยกตัวแปรไม่เป็นศูนย ์
3.3.1 ผลเฉลยทีท่ าการประมาณทีไ่กล ๆ 

จากสมการที่ (3.7) ถา้ท าการประมาณใหอ้ยู่ไกล ๆ จากหลุมด า หรือการให ้𝑟 → ∞ 
จะไดว้่า 
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𝑓(𝑟) =

𝑟2

𝑙2
− 1, (3.20) 

ซึ่งจะได ้

 
(
𝑟2

𝑙2
− 1)

𝑑

𝑑𝑟
[(

𝑟2

𝑙2
− 1)

𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
] + 𝜔2𝑙2𝑅(𝑟) −

𝑚2

𝑟2
(
𝑟2

𝑙2
− 1)𝑅(𝑟) = 0, (3.21) 

ทัง้นีจ้ะท าการเปลี่ยนตวัแปรเป็น 𝑢 = 𝑙/𝑟 จะสามารถเขียนสมการที่ (3.21) ใหม่ไดเ้ป็น  

 (𝑢2 − 1)
𝑑

𝑑𝑢
[(𝑢2 − 1)

𝑑𝑅(𝑢)

𝑑𝑢
] + 𝜔2𝑙2𝑅(𝑢) + 𝑚2𝑙2(𝑢2 − 1)𝑅(𝑢) = 0,  (3.22) 

จากนีจ้ะท าการนิยามค่า 𝑅(𝑢) ใหม่ไปเป็น 

 
𝑅(𝑢) ≡ (𝑢 − 1)𝜎(𝑢 + 1)𝜌𝐹(𝑢);     𝜎2 = −

𝜔2𝑙2

(2)2
;      𝜌2 = −

𝜔2𝑙2

(−2)2
, (3.23) 

จากการแทนค่าในสมการที่ (3.23) ลงไปจะท าใหส้มการท่ี (3.22) เปลี่ยนเป็น 

 (𝑢 − 1)(𝑢 + 1)
𝑑2𝐹(𝑢)

𝑑𝑢2
+ [(2𝜎 + 1)(𝑢 + 1) + (2𝜌 + 1)(𝑢 − 1)]

𝑑𝐹(𝑢)

𝑑𝑢
+ [𝜎2 + 𝜌2 + (2𝜎𝜌 + 𝜎 + 𝜌) + 𝑚2𝑙2]𝐹(𝑢) = 0, 

(3.24) 

ต่อมาท าการเปลี่ยนตวัแปรให ้𝑦 = 1 − 𝑢 แลว้แทนลงไปในสมการจะไดว้่า 

 −(
𝑦

2
) (1 −

𝑦

2
)
𝑑2𝐹 (

𝑦
2)

𝑑 (
𝑦
2)

2 + [(2𝜎 + 1) (1 −
𝑦

2
) + (2𝜌 + 1 ) (−

𝑦

2
)]

𝑑𝐹 (
𝑦
2)

−𝑑 (
𝑦
2)

+ [(𝜎 + 𝜌)2 + 𝜎 + 𝜌 + 𝑚2𝑙2]𝐹 (
𝑦

2
) = 0, 

(3.25) 

ท าการเปลี่ยนตวัแปรให ้𝑧 = 𝑦/2 จะไดว้่า 

 𝑧(1 − 𝑧)
𝑑2𝐹(𝑧)

𝑑𝑧2
+ [(2𝜎 + 1) − (2𝜎 + 2𝜌 + 2)𝑧]

𝑑𝐹

𝑑𝑧
− [(𝜎 + 𝜌)2 + 𝜎 + 𝜌 + 𝑚2𝑙2] = 0, 

(3.26) 

จากสมการที่ (3.26) จะเขา้รูปแบบของสมการอนุพันธข์องไฮเพอรจ์ีออเมตริก (Hypergeometric 
differential equation) ซึ่งเขียนไดเ้ป็น 

 
𝑥(1 − 𝑥)

𝑑2ℎ

𝑑𝑥2
+ [𝑐 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑥]

𝑑ℎ

𝑑𝑥
− 𝑎𝑏ℎ = 0, (3.27) 

ถา้หาก |𝑥| < 1จะสามารถเขียนสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริกไดใ้นรูปของอนกุรมก าลงั 

 ℎ[𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥] = ∑
(𝑎)𝑛(𝑏)𝑛

(𝑐)𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
, (3.28) 

โดยที่ (𝑞)𝑛 = {
1                                           𝑛 = 0;
𝑞(𝑞 + 1)⋯ (𝑞 + 𝑛 − 1) 𝑛 > 0

 

ถา้น าสมการมาเทียบกนัจะไดว้่า 
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𝑎 =

1

2
(1 + 2𝜎 + 2𝜌 − √1 − 4𝑚2𝑙2), 

𝑏 =
1

2
(1 + 2𝜎 + 2𝜌 + √1 − 4𝑚2𝑙2), 

𝑐 = 2𝜎 + 1, 

(3.29) 

จะเห็นไดว้่าสามารถหาผลเฉลยไดใ้นรูปของสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริกซึ่งจะเป็นพืน้ฐานแนวคิดใน
การแกส้มการท่ีมีความซบัซอ้นยิ่งขึน้ 

3.3.2 ผลเฉลยทีส่มการไม่ได้ประมาณ 
จากการแกส้มการที่ระยะไกล ๆ แลว้ ต่อมาจะท าการแกส้มการที่ไม่มีการประมาณ

โดยจะเริ่มตน้โดยหาค่าของรศัมีต่าง ๆ จากสมการที่ (3.1) ในปริมาณของ 𝑟+, 𝑟2, 𝑟3 และ 𝑟4 โดย
ก าหนดใหส้มการท่ี (3.1) เท่ากบัศนูยจ์ะได ้

 
𝑟+ =

𝑙

2
+

𝑙

2
√1 +

4𝐺𝜇

𝑙
, 𝑟2 =

𝑙

2
−

𝑙

2
√1 +

4𝐺𝜇

𝑙
, 

𝑟3 = −
𝑙

2
+

𝑙

2
√1 −

4𝐺𝜇

𝑙
, 𝑟4 = −

𝑙

2
−

𝑙

2
√1 −

4𝐺𝜇

𝑙
, 

(3.30) 

ต่อมาท าการก าหนดรูปของสมการที่ (3.1) ใหอ้ยู่ในตวัแปร 𝑥 โดยที่ก าหนดให ้𝑥 = 𝑟+/𝑟 ซึ่งสมการ
ที่ (3.1) จะเปลี่ยนไปอยู่ในรูปแบบสมการที่ (3.31)  

  𝑓(𝑥) = −(
𝐺𝜇

𝑟+𝑥
)
2

[𝑥4 + 𝑏1𝑥
3 + 𝑏2𝑥

2 + 𝑏3𝑥 + 𝑏4] 

                  = −(
𝐺𝜇

𝑟+𝑥
)
2

(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4), 

(3.31) 

โดยที่ 

 

                    𝑏1 = −(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4) =
2𝑟+
𝐺𝜇

 

                   𝑏2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥3𝑥4 = (
𝑟+
𝐺𝜇

)
2

 

                   𝑏3 = −(𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥4 + 𝑥1𝑥3𝑥4 + 𝑥2𝑥3𝑥4) = 0 

                   𝑏4 = 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = −(
𝑟+

2

𝐺𝜇𝑙
)

2

 

(3.32) 

ในท านองกนัเดียวกนัสามารถค านวณ ปรมิาณ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 และ 𝑥4 ไดจ้ากสมการ (3.31) โดย
ก าหนดใหส้มการ (3.31) มีค่าเท่ากบัศนูยจ์ะได ้

 
𝑥1 =

𝑙

2𝑟+
(1 + √1 +

4𝐺𝜇

𝑙
) = 1, 𝑥2 =

𝑟2
𝑟1

=
𝑙

2𝑟+
(1 − √1 +

4𝐺𝜇

𝑙
), 

𝑥3 =
𝑟3
𝑟1

=
𝑙

2𝑟+
(−1 + √1 −

4𝐺𝜇

𝑙
),   𝑥4 =

𝑟4
𝑟1

=
𝑙

2𝑟+
(−1 − √1 −

4𝐺𝜇

𝑙
), 

(3.33) 
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จากนัน้น าสมการท่ี (3.31) แทนลงไปในสมการที่ (3.7) จะไดว้่า 
 
 

 

(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4) 

×
𝑑

𝑑𝑥
 ((𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)

𝑑𝑅

𝑑𝑥
) 

+(𝜔𝑟+)2 (
𝑟+
𝐺𝜇

)
4

𝑅 + (
𝑚𝑟+
𝐺𝜇

)
2

(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)𝑅 = 0, 

(3.34) 

ต่อมาท าการก าหนดให ้𝑅(𝑥) = (𝑥 − 𝑥1)
𝛼1   แทนลงไปในสมการที่ (3.34) และก าหนดให ้𝑥 = 𝑥1 

เพื่อหาค่า 𝛼1 และท าซ า้ในค่า 𝛼 ต่าง ๆ จะไดว้่าค่า 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 และ 𝛼4 ออกมาดงันี ้

 

𝛼1 = −
𝑖𝜔𝑟+

3

𝐺2𝜇2

1

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)(𝑥1 − 𝑥4)
, 

𝛼2 = −
𝑖𝜔𝑟+

3

𝐺2𝜇2

1

(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)(𝑥2 − 𝑥4)
, 

𝛼3 = −
𝑖𝜔𝑟+

3

𝐺2𝜇2

1

(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)(𝑥3 − 𝑥4)
, 

𝛼4 = −
𝑖𝜔𝑟+

3

𝐺2𝜇2

1

(𝑥4 − 𝑥1)(𝑥4 − 𝑥2)(𝑥4 − 𝑥3)
, 

(3.35) 

จะเห็นไดว้่ามีค่าเป็นลบเพราะว่า จะก าหนดใหเ้ป็นคลื่นวิ่งเขา้สูห่ลมุด าเสมอ เมื่อหาค่า 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 
และ 𝛼4 ได ้ต่อมาจะท าการนิยามให ้

 
𝑅(𝑥) ≡ (𝑥 − 𝑥1)

𝛼1(𝑥 − 𝑥2)
𝛼2  (𝑥 − 𝑥3)

𝛼3  (𝑥 − 𝑥4)
𝛼4𝐹(𝑥), (3.36) 

น าสมการขา้งตน้ถา้น าลงไปแทนลงในสมการที่ (3.34) และท าการแกส้มการไดเ้ป็น 
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(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2
𝑑2𝐹(𝑥)

𝑑𝑥2
 

+

[
 
 
 
 

(2𝛼1 + 1)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+1(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+(2𝛼2 + 1)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+1(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+(2𝛼3 + 1)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+1(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+(2𝛼4 + 1)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+1]
 
 
 
 
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
 

+

[
 
 
 
 
𝛼1

2(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+𝛼2
2(𝑥 − 𝑥1)

𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)
𝛼2(𝑥 − 𝑥3)

𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)
𝛼4+2

+𝛼3
2(𝑥 − 𝑥1)

𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)
𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)

𝛼3(𝑥 − 𝑥4)
𝛼4+2

+𝛼4
2(𝑥 − 𝑥1)

𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)
𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)

𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)
𝛼4 ]

 
 
 
 

𝐹(𝑥)  

+

[
 
 
 
 
 
 

(2𝛼1𝛼2 + 𝛼1 + 𝛼2)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+1(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+1(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+(2𝛼1𝛼3 + 𝛼1 + 𝛼3)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+1(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+1(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+(2𝛼1𝛼4 + 𝛼1 + 𝛼4)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+1(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+1

+(2𝛼2𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼3)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+1(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+1(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+2

+(2𝛼2𝛼4 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+1(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+2(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+1

+(2𝛼3𝛼4 + 𝛼3 + 𝛼4)(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1+2(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2+2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3+1(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4+1]
 
 
 
 
 
 

𝐹(𝑥) 

+(
𝜔𝑟+

3

𝐺2𝜇2
)

2

(𝑥 − 𝑥1)
𝛼1(𝑥 − 𝑥2)

𝛼2(𝑥 − 𝑥3)
𝛼3(𝑥 − 𝑥4)

𝛼4  

+(
𝑚𝑟+

𝐺𝜇
)
2
(𝑥 − 𝑥1)

𝛼1+1(𝑥 − 𝑥2)
𝛼2+1(𝑥 − 𝑥3)

𝛼3+1(𝑥 − 𝑥4)
𝛼4+1 = 0                                        (3.37) 

 
ต่อมาน า (𝑥 − 𝑥1)

𝛼1+1(𝑥 − 𝑥2)
𝛼2+1(𝑥 − 𝑥3)

𝛼3+1(𝑥 − 𝑥4)
𝛼4+1 หารตลอดในสมการที่ (3.37) และ

ท าการลดรูปสมการดว้ยคณุสมบติัตามสมการ (3.38) 

 

c1 =
1

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)(𝑥1 − 𝑥4)
, 𝑐2 =

1

(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)(𝑥2 − 𝑥4)
 

𝑐3 =
1

(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)(𝑥3 − 𝑥4)
, 𝑐4 =

1

(𝑥4 − 𝑥1)(𝑥4 − 𝑥2)(𝑥4 − 𝑥3)
 

∑𝑐𝑖 =

4

𝑖=1

∑𝑐𝑖𝑥𝑖 = ∑𝑐𝑖𝑥𝑖
2 = 0

4

𝑖=1

4

𝑖=1

 ,∑𝑐𝑖𝑥𝑖
3 = 1,   

4

𝑖=1

 

(3.38) 

จะออกมาไดเ้ป็น 

 
          (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)

𝑑2𝐹

𝑑𝑥2
 

+

[
 
 
 

(1 + 2𝛼1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)

+(1 + 2𝛼2)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥3)(𝑥 − 𝑥4)

+(1 + 2𝛼3)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥4)

+(1 + 2𝛼4)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3)]
 
 
 𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ (

𝑚𝑟+
𝐺𝜇

)
2

𝐹 = 0, 
(3.40) 

จากสมการที่ (3.40) ท าการกระจายค่า 𝑥 และหารตลอดดว้ย −(𝐺𝜇/𝑟+)2 จะไดเ้ป็น 

                   [
𝑟+

2

𝑙2
− 𝑥2 +

2𝐺𝜇

𝑟+
𝑥3 −

𝐺2𝜇2

𝑟+
2 𝑥4]

𝑑2𝐹

𝑑𝑥2
 (3.41) 
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+[2𝑖𝜔𝑟+ − 2𝑥 −
6𝐺𝜇

𝑟+
𝑥2 −

4𝐺2𝜇2

𝑟+
2 𝑥3]

𝑑𝐹

𝑑𝑥
− 𝑚2𝐹 = 0, 

ในงานวิจยันีไ้ดท้ าการศกึษาในกรณีที่ค่าคงตวัของนิวตนัคณูกบัมวลของหลมุด ามีค่านอ้ยกว่ารศัมี
แอนไท เดอ ซิตเตอรม์าก ๆ (𝐺𝜇

𝑙
≪ 1) เพราะฉะนัน้จะท าการประมาณโดยใชว้ิธีการประมาณแบบ

อนุกรมเทยเ์ลอร ์ในส่วนของ 𝑟+2
𝑙2

=
1

2
+

1

2
√1 +

4𝐺𝜇

𝑙
+

𝐺𝜇

𝑙
≈ 1 +

2𝐺𝜇

𝑟+
+

𝐺2𝜇2

𝑟+ 
2 + 𝑂 (

𝐺𝜇

𝑟+
)
3
 โดยน าค่าที่

ท าการประมาณแทนลงในสมการที่ (3.41) ซึ่งเขียนในเทอมหนา้ของสมการอนุพันธ์ล  าดับที่สอง 
จะไดว้่า 

 
𝑟+

2

𝑙2
− 𝑥2 +

2𝐺𝜇

𝑟+
𝑥3 −

𝐺2𝜇2

𝑟+
2 𝑥4

≈ 1 − 𝑥2 +
2𝐺𝜇

𝑟+
(1 − 𝑥3) +

𝐺2𝜇2

𝑟+
2

(1 − 𝑥4) + 𝑂 (
𝐺𝜇

𝑟+
)
3

,  

(3.42) 

จากสมการที่ (3.42) จะเห็นไดว้่ามีแค่เทอม 1 − 𝑥2 ที่ไม่มีค่าคงตวั 𝐺𝜇/𝑙  หรือก็คือ (𝐺𝜇/𝑙)0 ซึ่งจาก
การประมาณขา้งตน้จะท าใหส้มการ (3.41) ไดใ้หม่ว่า 

 
(1 − 𝑥2)

𝑑2𝐹

𝑑𝑥2
+ (2𝑖𝜔𝑟+ − 2𝑥)

𝑑𝐹

𝑑𝑥
− 𝑚2𝐹 = 0,  (3.43) 

ก าหนดให ้ 

 
𝐹(𝑥) ≡ (1 + 𝑥)𝛽ℱ  ; 𝛽 = −𝑖𝜔𝑟+, (3.44) 

จะไดว้่า 

 
(1 − 𝑥2)

𝑑2ℱ

𝑑𝑥2
− 2(𝛽 + 1)𝑥

𝑑ℱ

𝑑𝑥
− [𝛽(𝛽 + 1) + 𝑚2]ℱ = 0, (3.45) 

ท าการก าหนดตวัแปรใหม่ให ้𝑣 ≡ 𝑥2 ลงในสมการที่ (3.45) จะไดว้่า 

 (1 − 𝑣)𝑣
𝑑2ℱ

𝑑𝑥2
+ [

1

2
− (

3

2
+ 𝛽)𝑣]

𝑑ℱ

𝑑𝑥
− [

𝛽(𝛽 + 1) + 𝑚2

4
]ℱ = 0. (3.46) 

จะเห็นได้ว่าสมการข้างต้นจะสามารถหาผลเฉลยได้ในรูปของสมการไฮเพอร์จีออเมตริก 
(Hypergeometric equation) จากการไดผ้ลเฉลยจะสามารถหาค่าของควอซีนอมอลโหมดไดซ้ึ่ง
จะแสดงใหเ้ห็นในบทต่อไป 
 
 
 



 

บทที ่4 
ผลการศึกษา 

จากสมการที่ (3.46)  

 (1 − 𝑣)𝑣
𝑑2ℱ

𝑑𝑥2
+ [

1

2
− (

3

2
+ 𝛽)𝑣]

𝑑ℱ

𝑑𝑥
− [

𝛽(𝛽 + 1) + 𝑚2

4
]ℱ = 0, (3.46) 

จะเห็นได้ว่ารูปแบบของสมการจะเขา้รูปแบบของสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริก (Hypergeometric 
equation) ในสมการที่ (4.1) 

 
 𝑦(1 − 𝑦)

𝑑2ℎ

𝑑𝑦2
+ [𝑥 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑦]

𝑑ℎ

𝑑𝑦
+ 𝑎𝑏ℎ = 0, (4.1) 

จากการเทียบสมการที่ (3.46) กบัสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริกจากสมการที่ (4.1) จะไดค่้า 𝑎, 𝑏 และ 

𝑐 ออกมาเป็น 

 
𝑎 =

1

4
+

𝛽

2
±

1

4
√1 − 4𝑚2 , 

𝑏 =
1

4
+

𝛽

2
∓

1

4
√1 − 4𝑚2 , 

𝑐 =
1

2
. 

(4.2) 

หลงัจากการหาผลเฉลยของสมการไดแ้ลว้ต่อมาจะท าการใส่เงื่อนไขขอบเขตเพื่อหาควอซีนอรม์อ -
ลโหมด โดยเริ่มจากการประมาณบริเวณไกล ๆ จากหลุมด า (𝑥 → 0, 𝑣 = 𝑥2 =

𝑟+
2

𝑟2 → 0) จาก
สมการท่ี (3.46) แทนลงในสมการที่ (3.36) ซึ่งจากการประมาณที่ไกล ๆ จะไดว้่า 

 
𝑅(𝑣 → 0)~𝐴 𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑣) + 𝐵𝑣1−𝑐 𝐹1(1 + 𝑎 − 𝑐, 1 + 𝑏 − 𝑐; 2𝑐; 𝑣)22  , (4.3) 

โดยที่ 𝐴 และ 𝐵 คือ ค่าคงตัวไม่เจาะจง จากสมการที่ (4.3) ในส่วนของ 𝑣1/2 = 𝑥 = 𝑟−1 ซึ่งจะไป
สอดคลอ้งกบัรูปแบบศกัยใ์นฟิสิกสแ์บบดงัเดิม และท าการประมาณที่ไกล ๆ 

 
𝑅(𝑣 → 0)~𝐴, (4.4) 

จากการประมาณที่บริเวณไกล ๆ จากหลุมด าจึงไม่ควรมีผลของหลุมด าอยู่ ดังนัน้จะก าหนดให ้
𝐴 = 0 จากคุณสมบัติของสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริกจะสามารถกระจายตัวแปร 𝑣 ไปเป็น 1 − 𝑣 
และท าการใส่เงื่อนไขขอบเขตที่บริเวณใกล้ ๆ ฮอริซันเหตุการณ์ (𝑥 → 1, 1 − 𝑣 = (1 − 𝑥)(1 +

𝑥) → 0) 
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 𝑅(𝑥 → 1) ⟹ (1 − 𝑥)𝛼1𝑣
1
2 𝐹12 (1 + 𝑎 − 𝑐, 1 + 𝑏 − 𝑐; 2 − 𝑐; 𝑣), 

                               =
Γ[2 − 𝑐]Γ[𝑐 − 𝑎 − 𝑏] 

Γ[1 − 𝑎]Γ[1 − 𝑏]
(1 − 𝑥)𝛼1  

                                × 𝐹12 (𝑏, 𝑎; 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 1; 1 − 𝑣) 

                               +
Γ[2 − 𝑐]Γ[𝑎 + 𝑏 − 𝑐]

Γ[1 + 𝑎 − 𝑐]Γ[1 + 𝑏 − 𝑐]
(1 − 𝑥)𝛼1(1 − 𝑣)𝑐−𝑎−𝑏  

                               × 𝐹12 (𝑐 − 𝑏, 𝑐 − 𝑎; 𝑐 − 𝑎 − 𝑏 + 1; 1 − 𝑣), 

(4.5) 

จะเห็นไดว้่าสมการที่ (4.5) นัน้สอดคลอ้งกบับทที่ 3.2 ที่ก าหนดใหค่้าคงตวั 𝑚 เป็นศนูย ์ที่สามารถ
หาสมการแบบแม่นตรงไดจ้ากการประมาณอนุกรมก าลงัของตวัแปร 𝑟 หรือ 1/𝑟 และในบทนีไ้ดท้ า
การประมาณที่ 𝐺𝜇

𝑙
≪ 1 ดงันัน้จากสมการที่ (3.35) จะประมาณค่า 𝛼1 ≈ −

𝑖𝜔𝑟+

2
 และ 𝛼1 + 𝑐 − 𝑎 −

𝑏 ≈ +
𝑖𝜔𝑟+

2
 จากการประมาณนีท้  าใหส้มการ (4.5) ลดรูปลงมาเป็น  

 
𝑅(𝑥 → 1) ⟹

Γ[2 − 𝑐]Γ[𝑐 − 𝑎 − 𝑏] 

Γ[1 − 𝑎]Γ[1 − 𝑏]
(1 − 𝑥)− 

𝑖𝜔𝑟+
2

  

                       × 𝐹12 (𝑏, 𝑎; 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 1; 1 − 𝑣) 

                                    +
Γ[2 − 𝑐]Γ[𝑎 + 𝑏 − 𝑐]

Γ[1 + 𝑎 − 𝑐]Γ[1 + 𝑏 − 𝑐]
(1 − 𝑥)+ 

𝑖𝜔𝑟+
2  

                                      × 𝐹12 (𝑐 − 𝑏, 𝑐 − 𝑎; 𝑐 − 𝑎 − 𝑏 + 1; 1 − 𝑣), 

(4.6) 

ซึ่งในเทอมของ (1 − 𝑥)− 
𝑖𝜔𝑟+

2  เป็นตัวแทนคลื่นวิ่งเข้าและ (1 − 𝑥)+
𝑖𝜔𝑟+

2  เป็นตัวแทนคลื่นวิ่งออก
จากฮอรซินัเหตกุารณ ์จากเงื่อนไขขอบเขตที่ใกล ้ๆ ฮอริซนัเหตกุารณ์จะมีแค่คลื่นวิ่งเขา้เท่านัน้ จะ
ก าหนดให ้ 1

Γ[−n]
= 0 โดยที่ 𝑛 = 1,2,3,… ซึ่งจะท าใหค้ลื่นวิ่งออกหายไป จากขา้งตน้จะไดว้่า 

 
1 + 𝑎 − 𝑐 = −𝑛; 1 + 𝑏 − 𝑐 = −𝑛, (4.7) 

จากสมการที่ (4.7) จะท าใหส้ามารถหาความถ่ีควอซีนอรม์อลไดเ้ป็น 

 
𝜔𝑟+ = −𝑖 (2𝑛 +

3

2
) ±

𝑖

2
√1 − 4𝑚2,  (4.8) 

และถา้ก าหนดให ้𝑚2 ≥
1

4
 จะไดว้่า 

 
𝜔𝑟+ = ±√𝑚2 −

1

4
− 𝑖 (2𝑛 +

3

2
), (4.9) 

สมการ (4.9) เป็นการประมาณ 𝐺𝜇

𝑙
→ 0 และ  𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยสมการนีไ้ปคลายคลึงกับ

งานวิจัยของโคซุมบัส และคณะในปี 2006 (Koutsoumbas et al., 2006) ไดท้ าการศึกษาควอซี-
นอรม์อลโหมดจากกระบวนการโมโนโดรมี่ (Monodromy method) ในการค านวณควอซีนอรม์อล-
โหมดของหลุมด ามีขนที่มีคุณสมบัติทอโพโลยีในสี่มิติที่ถูกรบกวนดว้ยสนามแม่เหล็กไฟฟ้า โดย 
ควอซีนอรม์อลโหมดที่ไดเ้ป็นไปตามสมการที่ (4.10) (ในงานวิจยัของโคซุมบสั และคณะก าหนดให้
ค่า 𝑟+ = 1) 
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𝜔 ≈ −2𝑛𝑖 (1 +

2𝐺𝜇

𝜋𝑖
𝑙𝑛𝐺𝜇), (4.10) 

สมการ (4.10) เป็นการประมาณที่ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่มีขนาดใหญ่และ 𝐺𝜇/𝑙 จะตอ้งมีค่า 
นอ้ย ๆ  

สมการที่ (4.9) และ (4.10) จะเปรียบเทียบกนัไดก้็ต่อเมื่อตอ้งก าหนดใหพ้ารามิเตอรม์ีค่า
เท่ากนั ในกรณีนี ้คือ 𝑛 มีค่ามาก ๆ ในที่นีจ้ะก าหนดใหค่้า 𝐺𝜇/𝑙 = 0 จะพบว่าสมการที่ (4.10) เป็น
กรณีเฉพาะของสมการที่ (4.9) เมื่อ 𝑚2 =

1

4
 ซึ่งจะแตกต่างกนัในส่วนของจ านวนจินตภาพของควอ-

ซีนอรม์อลโหมด แสดงใหเ้ห็นดังภาพประกอบที่ 4 และภาพประกอบที่ 5 จุดสีน า้เงิน คือ ค่าของ
จ านวนจินตภาพควอซีนอรม์อลโหมดของงานวิจยันี ้ และจุดสีสม้ คือ ค่าของจ านวนจินตภาพควอ-
ซีนอรม์อลโหมดของโคซุมบสัและคณะ 

 

ภาพประกอบ 4 กราฟเทียบควอซีนอลโหมดในวิจยันีก้บังานวิจยัของโคซุมบสัและคณะในช่วงที่ n 

เท่ากบั 1 ถึง 10 
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ภาพประกอบ 5 กราฟเทียบควอซีนอลโหมดในวิจยันีก้บังานวิจยัของโคซุมบสัและคณะในช่วงที่มี

ค่ามาก ๆ  

 
จะเห็นไดว้่ายิ่งค่า n มีค่ามากขึน้เท่าไหร่ ค่าของจ านวนจินตภาพควอซีนอรม์อลโหมดก็จะเขา้ใกล้
กนัมากขึน้ไปเรื่อย ๆ  

กราฟของควอซีนอรม์อลโหมดที่ไดจ้ากสมการที่ (4.9) โดยก าหนดใหค่้า 𝐺𝜇/𝑙 = 10−10 
(หรือก็คือใหม้ีค่านอ้ยมาก ๆ ) จะแสดงใหเ้ห็นตามภาพประกอบ 6, 7 และตามรางที่ 1 
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ภาพประกอบ 6 กราฟที่แสดงความสมัพนัธร์ะหว่างจ านวนจรงิของควอซีนอรม์อลโหมดกบัค่า m  

 

ภาพประกอบ 7 กราฟที่แสดงความสมัพนัธร์ะหว่างจ านวนจินตภาพของควอซีนอรม์อลโหมดกบั

ค่า n  
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ตาราง 1 ควอซีเนอรม์อลโหมดในค่า n และ m ต่าง ๆ  

𝜔𝑟+ 𝑛 =  1 2 3 4 

𝑚 =  1/2 −3.50𝑖 −5.50𝑖 −7.50𝑖 −9.50𝑖 

1 0.87 − 3.5𝑖 0.87 − 5.50𝑖 0.87 − 5.50𝑖 0.87 − 9.50𝑖 

3/2 1.41 − 3.50𝑖 1.41 − 5.50𝑖 1.41 − 7.50𝑖 1.41 − 9.50𝑖 

2 1.94 − 3.50𝑖 1.94 − 5.50𝑖 1.94 − 7.50𝑖 1.94 − 9.50𝑖 

 
จากภาพประกอบ 6, 7 และตารางที่ 1 จะเห็นไดว้่าจ านวนจริงของควอซีนอรม์อลโหมดจะขึน้อยู่
กบัค่าคงตวั 𝑚 และ จ านวนจินตภาพของควอซีนอรม์อลโหมดนัน้ขึน้อยู่กบัค่าคงตวั 𝑛  
 



 

บทที ่5 
สรุป อภปิรายผล และข้อเสนอแนะ 

5.1 สรุปงานวิจัย 
เริ่มตน้จากบทท่ี 3  

1. จะเห็นไดว้่าสามารถใชห้ลกัการในทางฟิสิกสเ์พื่อที่จะหาควอซีนอรม์อลโหมดโดย
เริ่มตน้มาจากการตัง้สมมติุฐานว่าหลมุด านัน้สามารถเปลี่ยนแปลงเมื่อถกูรบกวน หรือหลมุด าแบบ
มีขน ซึ่งในงานวิจัยนี ้ต้องหาควอซีนอรม์อลโหมด โดยถูกรบกวนจากศักย์แม่เหล็กไฟฟ้าการ
เปลี่ยนแปลงนัน้มีส่วนของควอซีนอรม์อลโหมดอยู่ดว้ย ขัน้ตอนต่อมา คือ การหาผลเฉลยสมการ
สนามแม่เหล็กไฟฟ้าหรือสมการแมกซเ์วลลใ์น 4 มิติที่เป็นสว่นหนึ่งของสมการสนามของไอนส์ไตน ์
จากการแกส้มการแมกซเ์วลลอ์อกมาเป็นสมการอนุพันธ์ล  าดบัที่สอง โดยท าการแยกส่วนของมุม
กับรศัมีออกจากสมการอนุพันธ์ และก าหนดใหค่้าคงตัวจากการแยกตัวแปร คือ 𝑚2 ต่อมาจะท า
การแกส้มการอนพุนัธล์  าดบัที่สองของสมการที่ (3.7) 

2. ท าการแยกการแกส้มการที่ (3.7) เป็นสองสว่น คือ 1.สว่นที่ก าหนดใหค่้าคงตวัของ
การแยกตวัแปรเป็นศนูย ์และ 2.สว่นที่ค่าคงตวัของการประมาณไม่เป็นศนูย ์ 

2.1) ส่วนของการประมาณใหค่้าคงตัวของการแยกตัวแปรเป็นศูนยน์ัน้จะแสดง
ใหเ้ห็นในบทที่ 3.2 ซึ่งผลเฉลยแบบแม่นตรงที่ไดอ้อกมานั้นเป็นการประมาณในบทนีซ้ึ่งแสดงให้
เห็นถึงการกระจายอนุกรมก าลงัของตัวแปร 𝑟 และ 1/𝑟 และจะเป็นตัวช่วยในการที่จะแก้สมการ
อนพุนัธท์ี่ไม่ไดป้ระมาณในบทต่อ ๆ ไป 

2.2) สว่นที่ค่าคงตวัของของการแยกตวัแปรไม่เป็นศนูย ์ 
2.2.1) ในบทที่ 3.3.1 จะท าการประมาณที่ไกล ๆ จากหลมุด า ซึ่งสามารถหา

สามารถหาผลเฉลยแบบแม่นตรงไดใ้นรูปแบบของสมการไฮเพอรจ์ีออเมตรกิ  
2.2.2) ในบทที่ 3.3.2 จะไม่ได้ประมาณที่ไกล ๆ จากหลุมด าจะเห็นได้ว่า

สมการนัน้มีความซบัซอ้นมากกว่าแบบที่มีการประมาณ จากการใชเ้งื่อนไขทางคณิตศาสตรใ์นการ
ช่วยลดความซบัซอ้นของสมการอนุพนัธ์จากสมการที่ (3.38) แต่ก็ยงัติดปัญหาที่ไม่สามารถหาผล
เฉลยแบบแม่นตรงออกมาได้ ดัง้นั้นจึงไดท้ าการประมาณใหค่้าคงตัวของนิวตันคูณกับมวลของ
หลมุด านอ้ยกว่ารศัมีของแอนไท เดอ ซิตเตอร ์มาก ๆ (𝐺𝜇 ≪ 𝑙) และเก็บค่าของการประมาณล าดบั
ที่ศนูย ์จะเห็นไดจ้ากสมการที่ (3.46) จากการประมาณสามารถหาผลเฉลยแบบแม่นตรงไดใ้นรูป
ของฟังกช์นัไฮพอรจ์ีออเมตรกิได ้
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สรุปบทที่ 4 แสดงใหเ้ห็นถึงวิธีการหาความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมดโดยใชฟั้งกช์นัไฮพอรจ์ี-
ออเมตรกิโดยผลที่สรุปไดด้ัง้นี ้

1. จากสมการที่  (3.46) จะได้ออกมาในรูปของฟังชันไฮเอรจ์ีออเมตริก และจาก
สมการที่ (4.3) ที่ไดอ้อกมานัน้มีความสอดคลอ้งกบัศกัยใ์นฟิสิกสแ์บบดงัเดิม  

2. ไดท้ าการใชเ้งื่อนไขขอบเขตของควอซีนอรม์อลโหมดโดยใหท้ี่ไกล ๆ จากหลุมด า
นัน้จะมีเพียงคลื่นวิ่งออกเท่านัน้และใกล ้ๆ หลมุด าจะมีเพียงคลื่นวิ่งเขา้จากเงื่อนไขขอบเขตนีจ้ะได้
ค่าคงตวั 𝑛 ขึน้มาอีกหนึ่งองคป์ระกอบ  

3. จากสมการที่ (4.9) ซึ่งเป็นสมการของควอซีนอรม์อลโหมด ซึ่งไปสอดคลอ้งกับ
งานวิจยัของโคซุมบสั และคณะในปี 2006 (Koutsoumbas et al., 2006) ที่แสดงใหเ้ห็นในสมการ
ที่ (4.10) ในกรณีเฉพาะ เมื่อ 𝑚2 =

1

4
 ซึ่งจะแตกต่างกนัในสว่นของจ านวนจินตภาพของควอซีนอร -์

มอลโหมด และไดท้ าการแสดงควอซีนอรม์อลโหมดกับค่า 𝑛 และ 𝑚 ต่าง ๆ ของงานวิจัยนี ้ตาม
ภาพประกอบ 6 ภาพประกอบ 7 และตาราง 1  

5.2 อภปิรายผลของงานวิจัย  
ในงานวิจยันีใ้ชว้ิธีทางคณิตศาสตรใ์นสมการที่ (3.38) ซึ่งช่วยในการลดรูปของสมการที่มี

ความสัมพันธ์กับหัวข้อย่อยที่ 3.2 แต่ว่าก็ไม่สามารถแก้สมการแบบแม่นตรงออกมาได้ ต่อมา
ก าหนดเงื่อนไขการประมาณที่ 𝐺𝜇/𝑙 ≪ 1 โดยมีความหมายว่า ค่าคงตวัของนิวตนัคณูกบัมวลของ
หลุมด านั้นมีค่าน้อยกว่าค่าคงตัวของจักรวาลมาก ๆ จากการประมาณดังกล่าว สามารถท าการ
กระจายในรูปของอนุกรมเทยเ์ลอร ์จากหวัขอ้ย่อยที่ 3.3.1 นัน้สามารถหาผลเฉลยใหอ้ยู่ในรูปของ
สมการไฮเพอรจ์ีออเมตริกได ้และจากการกระจายอนุกรมเทยเ์ลอรน์ัน้จะเห็นไดว้่าสามารถหาผล
เฉลยแบบแม่นตรงไดต้ามสมการที่ (3.46) ซึ่งอยู่ในรูปของสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริก และจาก
คณุสมบติัของสมการไฮเพอรจ์ีออเมตริกและเงื่อนไขขอบเขตของควอซีนอรม์อลโหมด จึงสามารถ
หาผลเฉลยของควอซีนอรม์อลโหมดและความถ่ีควอซีนอรม์อลโหมดได ้โดยผลเฉลยที่ออกมาได้
แสดงใหเ้ห็นจากสมการที่ (4.9) จะเห็นไดจ้ากสมการที่ (4.9) ว่าควอซีนอรม์อลโหมดขึน้อยู่กับ
พารามิเตอรส์องตวันัน้ คือ 𝑛 และ 𝑚 โดยที่พารามิเตอร ์𝑛 คือ ค่าคงตวัของจ านวนเต็มบวก ซึ่งเกิด
จากการใส่เงื่อนไขขอบเขตของควอซีนอรม์อลโหมด และพารามิเตอร ์𝑚 คือ ค่าคงตวัที่ไดจ้ากการ
แยกตัวแปร ซึ่งเป็นปริมาณที่สามารถก าหนดค่าได ้และค่าของควอซีนอรม์อลโหมดแสดงใหเ้ห็น
จากภาพประกอบที่ 6 ภาพประกอบที่ 7 และตารางที่ 1 แสดงใหเ้ห็นว่า จ านวนจรงิควอซีนอรม์อล-
โหมดนัน้ขึน้อยู่กบัค่าคงตวั 𝑛 และจ านวนจินตภาพของควอซีนอรม์อลโหมดนัน้ขึน้อยู่กับค่าคงตัว 
𝑚 จากการตีความทางกายภาพ ค่าจรงิของควอซีนอรม์อลโหมดนัน้แสดงถึงความถ่ีควอซีนอรม์อล-
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โหมด ในสว่นของจ านวนจินตภาพของควอซีนอรม์อลโหมดนัน้จะแสดงถึงการลดลงของแอมพลิจูด
ที่จะลดลงตามเวลา และในส่วนจริงของควอซีนอรม์อลโหมดนั้นแสดงถึงความถ่ีของควอซีนอร-์
มอลโหมด สอดคลอ้งกบังานวิจยัของโคซุมบสั และคณะในปี 2006 (Koutsoumbas et al., 2006) 
ที่ได้ท าการศึกษาควอซีนอรม์อลโหมดจากกระบวนการโมโนโดรมี่ ซึ่งแสดงให้เห็นในสมการที่ 
(4.10) (ในกรณีเฉพาะที่สว่นจรงิของควอซีนอรม์อลโหมด และก าหนดให ้𝑚2 =

1

4
 ) ซึ่งงานวิจยัของ

โคซุมบสัและคณะ สามารหาควอซีนอรม์อลโหมดได้จะตอ้งก าหนดให ้ค่าคงตัว 𝑛 มีค่ามาก ๆ ซึ่ง
จะแตกต่างจากงานวิจัยนีท้ี่สามารถหาควอซีนอรม์อลโหมดไดใ้นทุกระดบัของค่า 𝑛 ทัง้ยงัไดแ้สดง
ในภาพประกอบที่ 4 และภาพประกอบที่ 5 ว่าถา้ปริมาณ 𝑛 มีค่ามาก ๆ ส่วนจริงของควอซีนอร-์
มอลโหมดจะมีค่าเขา้ใกลก้นัมากขึน้ แต่เนื่องจากในงานวิจยันีจ้ะเป็นการประมาณในล าดบัที่ศนูย ์
แต่งานวิจัยของโคซุมบสัและคณะ เป็นการประมาณในล าดับที่หนึ่งซึ่งสูงกว่า แต่ผลการค านวณ
ส่วนจริงของควอซีนอรม์อลโหมดที่ออกมานัน้ยงัใหผ้ลการค านวณแค่ส่วนจริงของควอซีนอรม์อล-
โหมดที่ใกลเ้คียงกนั 

5.3 ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับงานวิจัย  
ในงานวิจัยนีไ้ดท้ าการประมาณในรูปของอนุกรมเทยเ์ลอร ์และเก็บที่ล  าดับที่ศูนยข์อง

ฟังกช์ันที่ไดจ้ากการประมาณ เพื่อที่จะใหผ้ลของการแกส้มการแบบแม่นตรงนั้นมีความแม่นย า
และใกลเ้คียงกบังานวิจยัก่อนหนา้มากยิ่งขึน้ ขอเสนอว่าจะตอ้งเก็บผลของการประมาณในล าดบัที่
สงูขึน้ เช่น อาจจะตอ้งเก็บผลการประมาณล าดบัที่หนึ่งหรือล าดบัที่สอง เพื่อเพิ่มความแม่นย าและ
ใกลเ้คียงกบังานวิจยัก่อนหนา้มากย่ิงขึน้ 
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ภาคผนวก 



 

1 สมการสนามของไอนส์ไตน ์

เริ่มตน้จากสมการที่ (ก.1) ซึ่งจะท าการแปรผันในส่วนของเมตริกเทนเซอร ์เพื่อที่จะหา
สมการการเคลื่อนที่ในปรภิมูิเวลาโคง้ 

 𝛿𝑆 = ∫𝑑4𝑥 𝛿 {√−𝑔 [
𝑅 − 2Λ

16𝜋𝐺
−

1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 −

1

12
𝑅𝜙2 − 𝛼𝜙4]} 

−
1

16𝜋
∫ 𝑑4𝑥𝛿[√−𝑔(𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈)]  , 

(ก.1) 

โดยจะเริ่มตน้จากแปรผันที่ 𝛿𝑔𝜇𝜈 และเพื่อที่จะใหง้่ายต่อการค านวณ จึงท าการแยกท าเป็นส่วนๆ 
ก่อนค่อยน ามาประกอบกลบัเขา้มารวมกนัในภายหลงั 

 

 ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑅) = ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈) 

                                       = ∫ 𝑑4𝑥[𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈 + √−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈] 

                                       = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [𝛿𝑔𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽𝛿𝑔𝛼𝛽]𝑅𝜇𝜈 

                                       = ∫ 𝑑4𝑥 [𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 ] 𝛿𝑔𝜇𝜈 

 ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑅) = ∫ d4𝑥𝐺𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈 (ก.2) 

 

∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔(−2Λ)  = ∫ 𝑑4𝑥 (−2Λ(𝛿√−𝑔)) 

                                     = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔(−2Λ) [−
𝑔𝜇𝜈

2
𝛿𝑔𝜇𝜈] 

∫ 𝑑4𝑥𝛿 (√−𝑔(−2Λ)) = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔[𝑔𝜇𝜈Λ]𝛿𝑔𝜇𝜈 (ก.3) 
 

 
 

 

 

∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈) = ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈) 

= ∫ 𝑑4𝑥[𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽)𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈 ] 

= ∫ 𝑑4𝑥 [
(√−𝑔𝑔𝜇𝛼)𝛿𝑔𝜈𝛽

+𝑔𝜈𝛽𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝛼)
]𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈 

= ∫ 𝑑4𝑥

[
 
 
 
 (√−𝑔𝑔𝜇𝛼)𝛿𝑔𝜈𝛽

−
1

2
𝑔𝜎𝜌𝑔𝜈𝛽𝑔𝜇𝛼√−𝑔𝛿𝑔𝜎𝜌

+√−𝑔𝑔𝜈𝛽𝛿𝑔𝜇𝛼
]
 
 
 
 

× 𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈 

∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈) = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [2𝐹𝜇𝛼𝐹𝜈
𝛼 −

1

2
𝑔𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽] (ก.4) 
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∫ 𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈)𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙

= ∫ 𝑑4𝑥 (−
1

2
𝑔𝛼𝛽𝛿𝑔𝛼𝛽√−𝑔𝑔𝜇𝜈 + √−𝑔𝛿𝑔𝜇𝜈)𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 

∫ 𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈)𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙

= ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (−
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑔

𝛼𝛽𝜕𝛼𝜙𝜕𝛽𝜙 + 𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙)𝛿𝑔𝜇𝜈 (ก.5) 

 

∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑅𝜙2) = ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈)𝜙
2 

                                           = ∫ 𝑑4𝑥 [
𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈

+√−𝑔𝑔 𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈

]𝜙2 

                     ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑅𝜙2)  = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔[𝐺𝜇𝜈 + 𝑔𝜇𝜈 − ∇𝜇∇𝜈]𝜙
2 

        × 𝛿𝑔𝜇𝜈 (ก.6) 

 ∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔)𝜙4 = ∫ 𝑑4𝑥 (−
1

2
√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝜙

4)𝛿𝑔𝜇𝜈 (ก.7) 

ถา้น าสมการที่ (ก.2)–(ก.7) แทนลงในสมการที่ (ก.1) จะได ้สมการสนามของไอนส์ไตน ์(Einstein 
field equation) ดงัในสมการที่ (2.2), (2.5) และ (2.6)  

 
𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + Λ𝑔𝜇𝜈 = 8𝜋𝐺(𝑇𝜇𝜈

𝜙
+ 𝑇𝜇𝜈

𝑒𝑚), (2.2) 

และเทนเซอรพ์ลงังาน – โมเมนตมัของสนามสเกลาร ์คือ 

 𝑇𝜇𝜈
𝜙

= 𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑔

𝛼𝛽𝜕𝛼𝜙𝜕𝛽𝜙 +
1

6
[𝑔𝜇𝜈□ − ∇𝜇∇𝜈 + 𝐺𝜇𝜈]𝜙

2

− 𝑔𝜇𝜈𝜙
4, 

(2.5) 

และเทนเซอรพ์ลงังาน – โมเมนตมัของสนามแม่เหล็กไฟฟ้า คือ 

 
𝑇𝜇𝜈

𝑒𝑚 =
1

4𝜋
[𝐹𝜇𝛼𝐹𝜈𝛽 −

1

4
𝑔𝜇𝜈𝐹𝛾𝛼𝐹𝛿𝛽𝑔𝛾𝛿] 𝑔𝛼𝛽, (2.6) 

2 สมการเคล่ือนทีข่องสนามสเกลาร ์

เริ่มต้นจากสมการที่ (ก.1) ซึ่งจะท าการแปรผันในส่วนของสนามสเกลาร ์เพื่อที่จะหา
สมการการเคลื่อนที่ของสนามสเกลาร ์

 𝛿𝑆 = ∫𝑑4𝑥 𝛿 {√−𝑔 [
𝑅 − 2Λ

16𝜋𝐺
−

1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 −

1

12
𝑅𝜙2 − 𝛼𝜙4]} 

−
1

16𝜋
∫ 𝑑4𝑥𝛿[√−𝑔(𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈)]  , 

(ก.1) 

โดยจะเริ่มตน้จากแปรผนัที่ 𝛿𝜙  
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∫𝑑4𝑥√−𝑔 (−
1

2
𝑔𝜇𝜈𝛿(𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙) −

1

6
𝑅𝛿𝜙 − 4𝛼𝜙3𝛿𝜙)

= ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔(
−

1

2
𝑔𝜇𝜈(𝜕𝜇𝜙 ∗ 𝛿𝜕𝜈𝜙 + 𝜕𝜈𝜙 ∗ 𝛿𝜕𝜇𝜙)

−
1

6
𝑅𝛿𝜙 − 4𝛼𝜙3𝛿𝜙

) 

                                      = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔(

1

2
𝑔𝜇𝜈∇𝜇∇𝜈𝜙 +

1

2
𝑔𝜇𝜈∇𝜇∇𝜈𝜙

−
1

6
𝑅 − 4𝛼𝜙3

)𝛿𝜙 

∫𝑑4𝑥√−𝑔 (−
1

2
𝑔𝜇𝜈𝛿(𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙) −

1

6
𝑅𝛿𝜙 − 4𝛼𝜙3𝛿𝜙)

= ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (□𝜙 −
1

6
𝑅 − 4𝛼𝜙3)𝛿𝜙, (ก.8) 

ซึ่งสดุทา้ยจะไดเ้ป็น 

 
□𝜙 =

1

6
𝑅𝜙 + 4𝛼𝜙3, (2.3) 

ซึ่งจากสมการที่ (2.3) จะไดเ้ป็นสมการการเคลื่อนที่ของสนามสเกลาร ์
3 สมการการเคล่ือนทีข่องแมกซเ์วลล ์

เริ่มตน้จากสมการที่ (ก.1) ซึ่งจะท าการแปรผนัในสว่นของศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้า เพื่อที่จะหา
สมการการเคลื่อนที่ของศกัยแ์ม่เหล็กไฟฟ้า 

 𝛿𝑆 = ∫𝑑4𝑥 𝛿 {√−𝑔 [
𝑅 − 2Λ

16𝜋𝐺
−

1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 −

1

12
𝑅𝜙2 − 𝛼𝜙4]} 

−
1

16𝜋
∫ 𝑑4𝑥𝛿[√−𝑔(𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈)]  , 

(ก.1) 

โดยจะเริ่มตน้จากแปรผนัที่ 𝛿𝐴𝜈  

 

∫ 𝑑4𝑥√−𝑔𝛿(𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈)  = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔𝛿(𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈 ) 

                                                       = ∫ 𝑑4𝑥

[
 
 
 
 
 −𝜕𝜇(√−𝑔𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽)

+𝜕𝜇(√−𝑔𝑔𝜈𝛼𝑔𝜇𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽)

+𝜕𝜇(√−𝑔𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼𝜕𝛼𝐴𝛽)

−𝜕𝜇(√−𝑔𝑔𝜈𝛽𝑔𝜇𝛼𝜕𝛼𝐴𝛽)]
 
 
 
 
 

𝛿𝐴𝜈 

                                                          = ∫ 𝑑4𝑥2 [
𝜕𝜇(√−𝑔𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼)

−𝜕𝜇(√−𝑔𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽𝜕𝜈𝐴𝛽)
] 𝛿𝐴𝜈 

 

 

                                           = ∫ 𝑑4𝑥2 [
𝜕𝜇(√−𝑔𝜕𝜈𝐴𝜇)

−𝜕𝜇(√−𝑔𝜕𝜇𝐴𝜈)
] 𝛿𝐴𝜈 

                                   = ∫ 𝑑4𝑥2[𝜕𝜇(√−𝑔𝐹𝜈𝜇)]𝛿𝐴𝜈 

                 ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔𝛿(𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈) = ∫ 𝑑4𝑥2[𝜕𝜈(√−𝑔𝐹𝜇𝜈)]𝛿𝐴𝜇 (ก.9) 
ซึ่งสดุทา้ยจะไดเ้ป็น 
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 𝜕𝜈(√−𝑔𝐹𝜇𝜈) = 0 (2.4) 

ซึ่งเรียกสมการท่ี (2.4) ว่า สมการแม่เหล็กไฟฟ้าของแมกซเ์วลล ์(Maxwell’s equation of motion) 
จะเห็นไดว้่าสมการการเคลื่อนที่ในแต่ละปริมาณสามารถหาไดจ้ากการแปรผนัในแต่ละ

ปรมิาณ โดยที่สมการการเคลื่อนที่นัน้จะช่วยในการท านายผลทางฟิสิกสอ่ื์นที่สนใจต่อไป 
 



 

ประวัติผู้เขียน 
 

ประวัติผู้เขียน 
 

ชื่อ-สกุล นายพนาพล กาญจนเพิ่มชม 
วัน เดือน ปี เกิด 3 พฤษภาคม 2538 
สถานทีเ่กิด จงัหวดักาญจนบรุี 
วุฒกิารศึกษา พ.ศ. 2559 วิทยาศาสตรบณัฑิต สาขาฟิสิกส ์จากมหาวิทยาลยัศรีนครนิ-  

ทรวิโรฒ 
ทีอ่ยู่ปัจจุบัน 128 หมู่ 3 ต าบลทุ่งสมอ อ าเภอพนมทวน จงัหวดักาญจนบรุี   
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