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การวิจยัในหวัข้ออิทธิพลของช่องว่างพลงังานเทียมท่ีมีต่อสมัประสิทธ์ิไอโซโทปของ
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ไอโซโทปของตวัน ายวดยิ่งอณุหภูมิสงูท่ีมีช่องว่างพลงังานเทียมโดยมีความหนาแน่นสถานะแบบ
แวนโฮปซิงกลูาร์ริตีและศกึษาผลของช่องว่างพลงังานเทียมท่ีมีตอ่อุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิ
ไอโซโทปของตัวน ายวดยิ่งอุณหภูมิสูงท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีโดย
ก าหนดความสัมพันธ์ระหว่างอุณหภูมิช่องว่างพลังงานเทียมและอุณหภูมิวิกฤต  ซึ่งได้จาก
การศึกษาผลการทดลองแล้วน ามาใช้ประกอบการค านวณเพ่ือหาสมการอุณหภูมิวิกฤตและ
สมัประสิทธ์ิไอโซโทปภายใต้แรงคูค่วบอย่างอ่อนตามทฤษฎีบีซีเอส ผลการวิจยัพบว่าเม่ือพิจารณา
สมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตามแนวทางทฤษฎีบีซีเอสท่ีมีความ
หนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีท่ีค่าคงตวัคู่ควบเพิ่มขึน้  ค่าอุณหภูมิมีค่าสูงขึน้ และค่า
สมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีค านวณได้มีแนวโน้มท่ีลดลงเม่ืออุณภูมิวิกฤตเพิ่มขึน้ซึ่งสอดคล้องกับผล
การทดลอง 
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The aim of this research has two topics. The first is to find the equation of 

critical temperature and the isotope coefficient of a high critical temperature 
superconductor with a pseudogap in van Hove singularity density of state equation. The 
other object is to investigate the effects of a pseudogap on critical temperature and 
isotope effect coefficient in high critical temperature superconductors with a van Hove 
singularity density of state. The results showed the relationship between critical 
temperature calculated by taking BCS energy gap equation with a pseudogap and van 
Hove singularity density of state and coupling constant are the same way increased. 
Isotope effect coefficient of the result equation trends is decreased by the increase of 
critical temperature. The result can plot to the critical temperature and isotope 
coefficient graph and Compared with experiment of the research are the same way. 
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บทที่ 1 
บทน า 

1.1 ภูมิหลัง 
เม่ือท าการลดอุณหภูมิของโลหะหรือสารประกอบบางประเภทให้ต ่าลงจนถึงท่ีอณุหภูมิ

ระดบัหนึ่ง คา่ความต้านทานทางไฟฟ้าจะลดลงจนเป็นศนูย์อย่างทนัทีทนัใด เรียกอณุหภูมินัน้ว่า
อุณหภูมิวิกฤต (Critical temperature) และเรียกโลหะหรือสารประกอบนัน้ว่า ตัวน ายวดยิ่ง 
(Superconductor) ซึ่ งถูก ค้นพบ โดย  แค เมอ ร์ลิ ง น์ ออน เนส  (Buckel.  1991 : 1 -3) ท่ี ไ ด้
ท าการศึกษาความสมัพนัธ์ระหว่างสภาพความต้านทานไฟฟ้าและอุณหภูมิของโลหะ เม่ือท าการ
ทดลองกับปรอท พบว่าท่ีอุณหภูมิ 4.2 เคลวิน ค่าความต้านทานทางไฟฟ้าของปรอทกลับลดลง
อย่างทันทีทันใดจึงเรียกสภาพท่ีค่าความต้านทานทางไฟฟ้าเป็นศูนย์ว่า สภาพน ายวดยิ่ง 
(Superconductivity) โดยกราฟความสมัพนัธ์ท่ีออนเนสได้ค้นพบแสดงได้ดงัภาพประกอบ 1 

 

 
 

ภาพประกอบ 1 ความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิและความต้านทานไฟฟ้าของปรอทบริสทุธ์ิ 

ท่ีมา : Kittel, Charles.  (2005).  Introduction to Solid State Physics.  8th ed.  p 258. 
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หลงัจากการค้นพบของออนเนส ได้มีนักฟิสิกส์หลายท่านพยายามอธิบายและท าการ
ทดลองท่ีเก่ียวข้องกับการเกิดสภาพน ายวดยิ่ง จนกระทั่งในปี ค .ศ.1933 ไมส์เนอร์และออคเชน
เฟลด์ (Kittel.  2005: 262) ท าการทดลองพบว่าเม่ือตวัน ายวดยิ่งอยู่ในสภาพน ายวดยิ่งแล้ววางลง
ในบริเวณท่ีมีสนามแม่เหล็กท่ีเหมาะสม สนามแม่เหล็กจะไม่สามารถทะลุผ่านไปได้ เน่ืองจาก
สนามแม่เหล็กรวมภายในตัวน ามีค่าเป็นศูนย์ซึ่งคล้ายอยู่ในสภาพตัวน าท่ีสมบูรณ์ (Perfect 
conductor) เรียกปรากฏการณ์ดงักล่าวว่า ปรากฏการณ์ไมส์เนอร์ (Meissner effect) ดงันัน้ถ้าท า
การทดลองโดยให้ตวัน ายวดยิ่งอยู่ภายใต้สนามแรงโน้มถ่วงของโลกและวางตวับนสนามแม่เหล็ก 
จะเกิดการยกตวัลอยขึน้ เรียกเหตกุารณ์นีว้า่การยกตวั (levitation) แสดงดงัภาพประกอบ 2 

 

 
 

ภาพประกอบ 2 ก) วสัดปุกติในสนามแมเ่หล็ก  ข) วสัดใุนสภาพน ายวดยิ่งในสนามแมเ่หล็ก 

ท่ีมา : Mourachkine, A.  (2004).  Room-Temperature Superconductivity.  p 18. 
 

จะเห็นได้ว่าทัง้ความสามารถท่ีสภาพความต้านทานทางไฟฟ้าไปเป็นศูนย์และประกฏ
การณ์ไมส์-เนอร์เป็นคณุสมบตัิท่ีส าคญัท่ีสามารถน าไปใช้ประโยชน์ได้มากมาย แตปั่ญหาท่ีพบคือ
คา่อณุหภมูิวิกฤตท่ีมีคา่ต ่ามาก จึงได้มีการพยายามท่ีจะท าให้อณุหภูมิวิกฤตของตวัน ายวดยิ่งมีคา่
สงูขึน้ นอกจากนีน้กัฟิสิกส์หลายท่านมีความพยายามท่ีจะอธิบายการเกิดสภาพน ายวดยิ่งโดยใช้
ทฤษฎีต่าง ๆ ต่อมาในปี ค.ศ. 1950 ฟรอห์ลิช (Froehlich.  1950: 845-856) เสนอว่าการสัน่ของ
แลททิซ (lattice vibration) มีผลต่อการเกิดสภาพน ายวดยิ่ง มวลอะตอมและอุณหภูมิวิกฤตมี
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ความสมัพนัธ์กนั และในปีเดียวกันการทดลองของแมกซเวลล์และเรย์โนลดส์ได้ยืนยนัว่าอณุหภูมิ
วิกฤตแปลผกผันกับมวลอะตอม (Mourachkine.  2004: 4) เรียกปรากฏการณ์ดังกล่าวว่า 
ปรากฏการณ์ไอโซโทป (Isotope effect) มีค่าสัมประสิทธ์ิไอโซโทป (isotope effect exponent : 
α) เป็น 0.5 แสดงได้ดงัสมการ 

1
cT

M 
  (1.1) 

เม่ือ   cT  คือ อณุหภมูิวิกฤตของตวัน ายวดยิ่ง 
   M  คือ มวลไอโซโทป 
     คือ สมัประสิทธ์ิไอโซโทป 

 
ตาราง 1 ตารางแสดงสัมประสิทธิ์ไอโซโทปของตัวน ายวดยิ่งบางชนิด 

 

ธาตสุารประกอบ สมัประสิทธ์ิไอโซโทป (𝛼) 

Hg 
Sn 
Mo 
Os 
Ru 
Pb 

0.5  0.03 
0.47  0.02 
0.33  0.05 
0.15  0.05 
0.00  0.05 
0.49  0.02 

 

ท่ีมา : Kittel, Charles.  (2005).  Introduction to Solid State Physics.  8th ed.  p 270. 

 

ทฤษฎีท่ีส าคัญท่ีใช้ในการอธิบายสภาพน ายวดยิ่งในระดับจุลภาค  (microscopic) 
เกิดขึน้ในปี ค.ศ.1957 โดยบาร์ดีน คเูปอร์ และชรีฟเฟอร์ (Bardeen;Cooper;&Schrieffer.  1957: 
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1175)  เรียกทฤษฎีดงักล่าวว่าทฤษฎีบีซีเอส (BCS theory) อย่างท่ีทราบกันดีว่าความต้านทานท่ี
เกิดขึน้ในโลหะเกิดจากการชนกนัของอิเล็กตรอนอิสระและโฟนอน เพ่ือท่ีจะอธิบายสภาพน ายวด
ยิ่ง บาร์ดีน คูเปอร์และชรีฟเฟอร์ มีการน าเสนอแนวคิดคืออิเล็กตรอนอิสระจะเกิดการจับคู่กัน
เรียกว่าคูค่เูปอร์ (Cooper pair) โดยมีโฟนอนเป็นส่ือกลาง ดงันัน้ค่าความต้านทานทางไฟฟ้าจึงมี
คา่ต ่ามาก หลกัฐานท่ียืนยนัว่าทฤษฎีบีซีเอสสามารถน ามาใช้อธิบายปรากฏการณ์การเกิดสภาพ
น ายวดยิ่งได้ เช่น ปรากฏการณ์โจเซฟสัน (Josephson effect) ปรากฏการณ์ไอโซโทป (Isotope 
effect) 

ในปี ค.ศ . 1986 มีการค้นพบตัวน ายวดยิ่งในสารประกอบกลุ่ม A15 คือ Nb3Ge มี
อุณหภูมิวิกฤตอยู่ท่ี 23 เคลวิน ต่อมาเบดนอร์ซและมูลเลอร์ (Bednorz; & Muller.  1986: 189) 
ค้นพบตวัน ายวดยิ่งท่ีมีอณุหภูมิวิกฤตประมาณ 30 เคลวิน ท่ีมีสารประกอบในระบบ La-Ba-Cu-O 
ซึ่งเป็นสารประกอบประเภทคิวเพรท ในอีกหนึ่งปีต่อมา ชูและคณะ (Wu; et al.  1987: 908) ได้
ค้นพบตวัน ายวดยิ่งท่ีมีอณุหภูมิวิกฤตสงูถึง 93 เคลวิน เป็นสารประกอบในระบบ Y-Ba-Cu-O ซึ่ง
เป็นสารประกอบประเภทคิวเพรทเช่นเดียวกันกับท่ีเบดนอร์ซและมูลเลอร์ได้ค้นพบ เป็น
สารประกอบท่ีสามารถทดลองได้โดยใช้ไนโตรเจนเหลวซึ่งมีค่าจุดเดือดท่ี 77 เคลวิน จากนัน้จึงมี
การค้นพบสารประกอบตา่ง ๆ ท่ีมีอุณหภูมิวิกฤตสูงขึน้เป็นล าดบั สารประกอบ HgBa2Ca2Cu3O8 
ให้คา่อณุหภมูิวิกฤต 166 เคลวิน เม่ืออยูภ่ายใต้ความดนั 

 

 

ภาพประกอบ 3 ความสมัพนัธ์ระหวา่งชว่งเวลาท่ีค้นพบและอณุหภมูิวิกฤต 

ท่ีมา : Mourachkine, A.  (2004).  Room-Temperature Superconductivity.  p 7. 
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สารประกอบประเภทคิวเพรท (Mourachkine.  2004: 94) มีโครงสร้างแบบเพอร์รอฟ 
สไกด์ (Perrovskite-type structures) ซึ่งประกอบไปด้วยระนาบของคอปเปอร์ออกไซด์  (CuO2) 
ถูกแยกชัน้ด้วยธาต ุA และ ออกซิเจน จบักันในรูป AmOn เช่น ในสารประกอบ YBa2Cu3O7-x จะมี
การแบ่งชัน้กันดังภาพประกอบ 4 ซึ่งในบางกรณีชัน้ของ AmOn มีหน้าท่ีเป็นตัวสะสมประจุและ
ควบคุมการโดปของระนาบคอปเปอร์ออกไซด์โดยประจุท่ีเป็นพาหะ ส าหรับ La2-xSrxCuO4 และ 
YBa2Cu3O7-x จดัเป็นสารประกอบท่ีมีการน ามาศกึษาอย่างกว้างขวางโดยมกัจะเรียกตวัน ายวดยิ่ง
ทัง้สองวา่เป็น สารประกอบต้นแบบ (Parent Compound) 

 

 

 

ภาพประกอบ 4 โครงสร้างของตวัน ายวดยิ่งอณุหภมูิสงู YBa2Cu3O7-x 

ท่ีมา : Mourachkine, A.  (2004).  Room-Temperature Superconductivity.  p 99. 
 

สภาพน ายวดยิ่ง เกิดขึน้จากการเปล่ียนสถานะของตวัน าปกติไปสู่สถานะของตวัน ายวด
ยิ่งโดยมีช่องว่างพลังงานท่ีขัน้สถานะทัง้สอง เรียกว่าช่องว่างพลังงานของตัวน ายวดยิ่ ง 
(Superconducting gap, SG) (Mourachkine.  2004: 37) จากภาพประกอบ 5 แสดงความ
หนาแน่นสถานะใกล้ระดบัพลงังานเฟอร์มีในตวัน ายวดยิ่ง ซึ่งเป็นคณุสมบตัิท่ีส าคญัและน าไปสู่
การค านวณปริมาณต่าง ๆ ท่ีเก่ียวข้องกับอุณหภูมิวิกฤต ความจุความร้อน และคณุสมบตัิอ่ืน ๆ 
หลงัจากได้มีการค้นพบตวัน ายวดยิ่งอณุหภมูิสงูกลบัพบช่องวา่งพลงังานอีกชนิดหนึง่ท่ีมีคณุสมบตัิ
คล้ายกันกับ SG แต่เกิดขึน้ภายใต้เง่ือนไขท่ีอุณหภูมิต ่ากว่าหรือท่ีอุณหภูมิสูงกว่าอุณหภูมิวิกฤต 
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เรียกช่องว่างพลงังานดงักล่าวว่า ช่องว่างพลงังานเทียม (Pseudogap, PG) โดยจะพบได้ในกลุ่ม
ของตวัน ายวดยิ่งอุณหภูมิสงูเท่านัน้ และได้มีการค้นพบว่า PG จะขึน้กบัปริมาณการโดปในตวัน า
ยวดยิ่ง (Tsuei;&Doderer.  1999: 257-262) 

 

 

 

ภาพประกอบ 5 แผนภาพแสดงความหนาแน่นสถานะใกล้ระดบัพลงังานเฟอร์มีในตวัน ายวดยิ่ง
แสดงชอ่งวา่งพลงังาน 2  ท่ีศนูย์เคลวินกบัโลหะปกติ 

ท่ีมา : Mourachkine, A.  (2004).  Room-Temperature Superconductivity.  p 38. 
 

จากการค้นพบตวัน ายวดยิ่งอณุหภูมิสงูในกลุม่สารประกอบประเภทคิวเพรทพบวา่สภาพ
น ายวดยิ่งจะขึน้อยู่กบัระนาบ 2 มิติ ซึ่งความหนาแน่นสถานะท่ีใช้ในการอธิบายการเกิดสภาพน า
ยวดยิ่งได้ดีคือความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี (van Hove singularity : vHs) จาก
งานวิจัยของบอคและโบเวีย (Bok;&Bouvier.  2007: 460-462) แสดงให้เห็นว่าความหนาแน่น
สถานะแบบ vHs มีบทบาทส าคญัต่อการอธิบายสภาพน ายวดยิ่งของตวัน ายวดยิ่งอณุหภูมิสงู ซึ่ง
สามารถอธิบายได้ทัง้ในสถานะปกตแิละในสภาพน ายวดยิ่ง 

1.2 ความมุ่งหมายของงานวิจัย 
ผู้วิจยัได้ตัง้ความมุง่หมายของงานวิจยัไว้ดงันี ้

1) เพ่ือหาสมการอุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทปของตวัน ายวดย่ิงอณุหภูมิ
สงูท่ีมีชอ่งวา่งพลงังานเทียมโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 
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2) เพ่ือศึกษาผลของช่องว่างพลังงานเทียมท่ีมีต่ออุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิ
ไอโซโทปของตวัน ายวดยิ่งอณุหภมูิสงูท่ีมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

 

1.3 ความส าคัญของงานวิจัย 
การศกึษางานวิจยัในครัง้นีเ้พ่ือศกึษาสมการอณุหภมูิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทปของ

ตวัน ายวดยิ่งอุณหภูมิสูงท่ีมีช่องว่างพลงังานเทียมโดยมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกู
ลาร์ริตี ซึง่มีแนวทางตามทฤษฎีบีซีเอสและสามารถน ามาใช้เพ่ืออธิบายการเกิดสภาพน ายวดยิ่งได้ 

 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 
ผู้วิจยัได้ตัง้ขอบเขตของงานวิจยัไว้ดงันี ้

1) ค านวณหาสมการอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปของตัวน ายวดย่ิง
อณุหภมูิสงูท่ีมีชอ่งวา่งพลงังานเทียมโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

2) ทราบผลของช่องวา่งพลงังานเทียมท่ีมีตอ่อณุหภมูิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทป
ของตวัน ายวดยิ่งอณุหภมูิสงูท่ีมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

 

1.5 ประโยชน์ที่ได้รับ 
เพ่ือเป็นแนวทางในการศึกษาสมการอุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทปของตวัน า

ยวดยิ่งอณุหภมูิสงูท่ีมีชอ่งวา่งพลงังานเทียมโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 



 

บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

เพ่ือศึกษางานวิจัยเร่ือง ผลกระทบของช่องว่างพลังงานเทียมต่ออุณหภูมิวิกฤติและ
สมัประสิทธ์ิไอโซโทปของตวัน ายวดย่ิงท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี ผู้ วิจยัได้
ท าการศกึษาค้นคว้า เอกสาร ต ารา บทความ เพ่ือใช้ประกอบในการวิจยัโดยแบง่เป็น 4 หวัข้อดงันี ้

2.1 เอกสารและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้องกบัทฤษฎีบีซีเอส 
2.1.1 คูค่เูปอร์ (Cooper pairs) 
2.1.2 ทฤษฎีบีซีเอส (BCS theory) 
2.1.3 อตัราสว่นของชอ่งวา่งพลงังานตอ่อณุหภมูิวิกฤตตามทฤษฎีบีซีเอส 

2.2. เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮป           
ซิงกลูาร์ริตี 

2.2.1 ความแตกต่างระหว่างตัวน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิมและตัวน ายวดยิ่ ง    
อณุหภมูิสงู 

2.2.2 คุณสมบตัิของช่องว่างพลงังานตามแนวทางของแวนโฮปในตวัน ายวดยิ่ง
อณุหภมูิสงู  

2.3. เอกสารและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้องกบัชอ่งวา่งพลงังานเทียม 
2.3.1 ความสัมพันธ์ระหว่างช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสและช่องว่าง

พลงังานเทียม 
2.3.2 สมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตามแบบจ าลอง

ชอ่งวา่งพลงังานเทียม 
2.4. เอกสารและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้องกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทป 

2.4.1 สมัประสิทธ์ิไอโซโทปตามทฤษฎีบีซีเอส 
2.4.2 งานวิจยัท่ีเก่ียวข้องกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทป 

2.1. เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวข้องกับทฤษฎีบีซีเอส 
ทฤษฎีบีซีเอส (BCS theory) (Kittel.  2005: 277-278) เป็นทฤษฎีท่ีใช้ในการอธิบายการ

เกิดสภาพน ายวดยิ่งในระดบัจลุภาค (microscopic) โดยกล่าวถึงอนัตรกิริยาท่ีเกิดขึน้ในระดบัของ
อนภุาค ซึง่ในทฤษฎีนีจ้ะกลา่วถึงอิเล็กตรอนสองตวัท าอนัตรกิริยากนัท าให้เกิดการจบัคู ่เรียกคูข่อง
อิเล็กตรอนนีว้่า คู่คูเปอร์ (Cooper pair) โดยในกรณีทั่วไปการจับคู่นีจ้ะไม่สามารถเกิดขึน้ได้
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เน่ืองจากแรงผลกัคลูอมบ์ (Repulsive coulomb force) ดงันัน้การท่ีคู่ของอิเล็กตรอนจะสามารถ
จบัคูก่นัได้จงึต้องมีแรงดงึดดูท่ีมากกวา่แรงผลกัคลูอมบ์ 

 

2.1.1 คู่คูเปอร์ (Cooper pairs) 
จากแนวคดิของทฤษฎีบีซีเอส (Wikipedia.  2019: online) สามารถแสดงให้เห็นภาพ

การเกิดอนัตรกิริยาระหวา่งอิเล็กตรอนทัง้สองแสดงดงัภาพประกอบ 6 

 

 

ภาพประกอบ 6 ปฎิกิริยาของอิเล็กตรอนอิสระเม่ือเคล่ือนท่ีผา่นแลททิซ 

ท่ีมา : Mourachkine, A.  (2004).  Room-Temperature Superconductivity.  P 145. 
 
เม่ืออิเล็กตรอนตวัแรกเคล่ือนท่ีผ่านแลททิซซึ่งมีประจุไฟฟ้าบวกจะส่งผลให้แลททิซ 

(lattice) ถูกดึงดูดเข้าหาอิเล็กตรอนตวัแรก อิเล็กตรอนตวัท่ีสองเคล่ือนท่ีเข้าหากลุ่มของแลททิซ
เน่ืองจากผลของการเหน่ียวน าแลททิซท่ีอิเล็กตรอนตวัแรกได้กระท าไว้จึงส่งผลให้ความหนาแน่น
ของประจไุฟฟ้าบวกมีมาก นอกจากนีอิ้เล็กตรอนตวัท่ีแรกยงัถกูผลของกลุ่มแลททิซเหน่ียวรัง้ไว้ ซึ่ง
จะสามารถเรียงล าดับต าแหน่งของอนุภาคได้เป็น อิเล็กตรอน – แลททิซ – อิเล็กตรอน โดย
อิเล็กตรอนทัง้สองมีสปินตรงกันข้าม เม่ือพิจารณาการเคล่ือนท่ีของแลททิซจะพบว่าแลททิซเกิด
การสัน่ท่ีเรียกกันว่า การสัน่ของแลททิซ (lattice vibration) โดยพลงังานของการสัน่ของคล่ืนท่ีมา
ความยืดหยุ่นเป็นปริมาณควอนไทซ์ เรียกก้อนพลงังานนัน้ว่าโฟนอน (phonon) จึงอาจกล่าวได้ว่า
คู่คูเปอร์เกิดจากอันตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนกับอิเล็กตรอนโดยมีโฟนอนเป็นส่ือกลาง และมี
เง่ือนไขคือผลรวมของโมเมนตมัและสปินจะต้องเทา่กบัศนูย์ 
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ภาพประกอบ 7 แผนภาพฟายแมนแสดงอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอน-โฟนอน 

ที่มา : Mourachkine, A.  (2004).  Room-Temperature Superconductivity.  P 142. 

จากภาพประกอบ 7 เป็นแผนภาพแสดงอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอน-อิเล็กตรอน 
โดยโฟนอนสามารถมองได้เป็นการปล่อยของโฟนอนจ าลองจากอิเล็กตรอนตวัเดียว อิเล็กตรอน

โมเมนตมั 𝑘⃑ 1 ปลดปล่อยโฟนอนเม่ือถูกชนจนอยู่ในสถานะ '

1 1k k q= −  อิเล็กตรอนโมเมนตมั 2k  

ได้รับโฟนอนจากอิเล็กตรอนตัวแรกโดยมีขนาดเป็น q  จนอยู่ในสถานะ '

2 2k k q= +   ซึ่ง
กระบวนการดงักล่าวจะท าให้แอมปลิจดูของการกระเจิงมีคา่เป็นลบซึ่งแสดงให้เห็นว่าอนัตรกิริยา
ของทัง้สองเป็นแบบดึงดดูกัน เม่ืออิเล็กตรอนแต่ละตวัมีระดบัพลังงานใกล้ผิวเฟอร์มีเท่านัน้และ

1 2( ) ( ) DE k E k −   โดย D คือความถ่ีท่ีเกิดจากการสั่นของแลททิซตามแบบจ าลองเดอร์
บายด์ (พงษ์แก้ว.  2555: 36; Kittel.  2005: 278; Mourachkine.  2004: 142-145) 

 

2.1.2 ทฤษฎีบีซีเอส (BCS theory) 
แนวคดิหลกัของทฤษฎีบีซีเอสเกิดจากงานของคเูปอร์ในปีค.ศ. 1956 ท่ีเสนอการจบัคู่

กันของอิเล็กตรอนท่ีมีอันตรกิริยาแบบดูดกัน เรียกคู่อิเล็กตรอนว่า คู่คูเปอร์ (Cooper pairs) 
พิจารณาแบบจ าลองแกรนด์คาโนนิคอลฮามิลโทเนียน (grand canonical harmiltonian) ของ
ตวัน ายวดยิ่งตามทฤษฎีบีซีเอส ซึ่งพิจารณาการท าอนัตรกิริยากันระหว่างคู่ของอิเล็กตรอนได้ดงั
สมการ (Fetter;&Walecka.  1971: 439-441; Mahan.  2000: 636) 

𝐻̂𝑠𝑐 = ∑(𝜀𝑘 − 𝐸𝐹)𝑐̂𝑘,𝛼
† 𝑐̂𝑘,𝛼

𝑘,𝛼

− ∑𝑉𝑘,𝑘′ 𝑐̂
𝑘′,↑

† 𝑐̂
−𝑘′,↓

† 𝑐̂−𝑘,↓𝑐̂𝑘,↑

𝑘,𝑘,

 (2.1) 
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เทอมแรกตามสมการท่ี 2.1 จะกล่าวถึงพลงังานจลน์ของอิเล็กตรอนท่ีถกูก าหนดโดย
ระดบัเฟอร์มิ (Fermi level) และในเทอมท่ีสองของสมการจะกล่าวถึงอนัตรกิริยาดึงดดูกันระหว่าง
อิเล็กตรอนทัง้สอง เม่ือ   เป็นสญัลกัษณ์แทนสปินของอิเล็กตรอนคือ สปินขึน้ (spin up : ) และ 
สปินลง (spin down : ) จากสมการท่ี (2.1) สามารถน ามาจดัรูปใหมโ่ดยใช้เทคนิคสนามเฉล่ียจะ
ได้ 

( ) '

'

' '

† † †

, , , , , , ,
, ,

† † † †

, ,, , , , , ,, ,

ˆ

)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

(

ˆ

k F k k k k k k k k
k k k

k k k kk k k k k kk k

H E c c V c c c c

V c c c c V c c c c

 



  







−   − 

 −    −  −   − 

= − −  

+   −   

 
 (2.2) 

สมการท่ี (2.2) ละทิง้เทอมสดุท้ายเน่ืองจากเป็นคา่คงตวัและก าหนดชอ่งว่างพลงังาน
ดงัสมการ 

*

'

, , ,

† †

, , ,

ˆ ˆ

ˆ ˆ

k k k k k
k

k

k k k k
k

V c c

V c c

  


 




−

− 





= 

= −

= −





 (2.3) 

น าสมการท่ี (2.3) แทนลงในสมการท่ี (2.2) จะได้สมการใหมเ่ป็น 

( ) ( )'

† † †

, , , , ,,
,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
k F k k k kk k kk

k k

H E c c c c c c 




 −    −

= − + +   (2.4) 

ในทางควอนตัมฟังก์ชันคล่ืนรวมของคู่คูเปอร์สามารถเขียนอยู่ในรูปของผลคูณ
ระหว่างฟังก์ชันท่ีขึน้กับต าแหน่งของคู่อิเล็กตรอนและฟังก์ชันท่ีขึน้กับสปินของคู่ของอิเล็กตรอน 

เน่ืองจากอิเล็กตรอนเป็นอนภุาคเฟอร์มิออนท่ีมีสปินเป็น 1

2
ดงันัน้ฟังก์ชนัคล่ืนรวมจงึเป็นแบบแอน

ตซิิเมทริก (Antisymmetric) และตามทฤษฎีบีซีเอส สปินรวมของอิเล็กตรอนจะต้องเป็นศนูย์ ดงันัน้
คูค่เูปอร์จึงมีฟังก์ชนัท่ีขึน้กบัสปินของคู่ของอิเล็กตรอนแบบซิงเลท (spin singlet) ซึ่งเป็นฟังก์ชนัค่ี 
(odd function) เพ่ือท าให้ฟังก์ชนัคล่ืนรวมเป็นแอนติซิเมทริกฟังก์ชนัท่ีขึน้กับต าแหน่งจึงต้องเป็น
ฟังก์ชนัคู ่(even function) ส่งผลให้คา่โมเมนตมัเชิงมมุ (angular momentum)  ท่ีเป็นไปได้ คือ 0 , 
2 , 4 , … โดยตามทฤษฎีบีซีเอสจะใช้โมเมนตมัเชิงมมุเป็นศนูย์เรียกตวัน ายวดยิ่งแบบคล่ืนเอส (s-
wave superconductor) (Zettili.  2009: 636-641; พงษ์แก้ว.  2559: 50-52) ช่องว่างพลังงาน
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ตามทฤษฎีบีซีเอสจงึเป็นคา่คงตวัและก าหนดให้ ( )',k k k
V V =  =  จะสามารถเขียนสมการใหม่

ได้เป็น 

( ) ( )

( )

† †

, , , ,

† †

, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

k F k Fk k k k

k k Fk k k k

E c c E c c
H

c c c c E

 



  −  − 

 −  −  

− − −
=

+ +  + −
  (2.5) 

ใช้คณุสมบตักิารคอมมิวต์ (commutation) ของความสมัพนัธ์ †

, ,
1ˆ ˆ,

k k
c c

 
  =   จะได้ 

( ) ,† †

†, ,

,

ˆ
ˆ ˆ

ˆ

kk F

k kk k
k kk F k

cE
H c c H

E c







 − 

− 

 −  
= =      − +  
   (2.6) 

เม่ือ 𝛹𝑘  คือ ตวัด าเนินการสนามนมับ ู(Numbu field operator) 

k F

k F

E

E





−  
=  

 − +   

สมการท่ี (2.6) แสดงถึงฮามิลโทเนียนสนามเฉล่ียของคู่อิเล็กตรอนโดยมี ℍ เป็นตวั
ด าเนินการ คา่ไอเกนแวลขูองฮามิลโทเนียน จะถกูก าหนดให้เป็น 

( )
2 2

k FE E =  − +   

จากนิยามของฟังก์ชนักรีน 

( ) ( ) ( )†

†

, , , ,

† † †

, , , ,

11 12

21 22

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

, 0k k

k k k k

k k k k

G k T

T c c T c c

T c c T c c

G G

G G



 

 

 

   − 

−   −  − 

= −  

  
 =
 
 

 
=  
 

 (2.7) 

โดย T  เป็นตวัจดัการของเวลาจินตภาพและจากสมการการเคล่ือนท่ีของไฮเซนเบร์ิก 

(Heisenberg equation of motion) โดย มี นิ ย าม เป็ น  
ˆ

ˆ ˆ1
,H

H

dA
A H

dt i
 =
 

 เ ม่ื อ  ˆ
HA  คื อตั ว
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ด าเนินการไอเซนเบิร์กซึ่งจะกล่าวถึงตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการท าลาย (Creation 
operator and annihilation operator) และ Ĥ  คือ ฮามิลโทเนียน โดยพิจารณาจากสมบตัิของตวั
ด าเนินการ 

    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ˆ, ,A BC B A C A B C     = +
     

   

    †, 1C C 
  =      เมื่อ  =  

    †, 0C C 
  =      เมื่อ     

    † †, , 0C C C C   
   = =      เมื่อ   และ   มีค่าใด ๆ  

พิจารณาตวัด าเนินการสร้างและท าลายโดยใข้สมการการเคล่ือนท่ีของไฮเซนเบิร์ก
ก าหนดให้ 1=  จะได้ฟังก์ชนักรีนของตวัน ายวดยิ่งท่ีมีโดเมนเป็นความถ่ี 

( )
( )

( )
3 1

22 2
,

n k F

n

n k F

i E
G k

E

   


 

+ − −
= −

+ − + 
 

และมีความสมัพนัธ์กบัฟังก์ชนักรีนท่ีมีโดเมนเป็นเวลา 

( ) ( )
0

, ,ni

n

n

G k T e G k
 


 −

→
= lim  

(2.8) 

เม่ือ ( )2 1n T n = +   คือความถ่ีมะซึบาระ T เป็นอุณหภูมิ 𝑛 เป็นเลขจ านวนเต็ม 

และก าหนดให้ 0

1 0

0 1


 
=  
 

 , 1

0 1

1 0


 
=  
 

 , 2

0

0

i

i


− 
=  
 

 และ 3

1 0

0 1


 
=  

− 
 เป็นเมทริกซ์

เพาลี  (เกศริน.  2551: 43 -45) เน่ืองจากนิยามช่องว่างพลังงานตามสมการท่ี  (2.3) คือ 

( ) † †

21 , ,
ˆ ˆ, n k k

k

G k V c c
−  

=  = −    ดงันัน้จะสามารถเขียนสมการชอ่งวา่งพลงังานได้เป็น 

( )( )0
lim

ni

k n n n

e
V T

i E i E

 

  

−

→
+ −


 = −

− +
   (2.9) 

พิจารณาสมการท่ี (2.8) โดยการใช้กฎผลรวมความถ่ีมะซึบาระและเทคนิคเศษส่วน
ยอ่ยจะได้ 
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( )

( )

2 2

2 2

tanh
2

1

k F

B

k
k F

E

k T

V E





 − + 
 
 
 =

− + 
  (2.10) 

เม่ือเปล่ียนเคร่ืองหมายผลรวมให้เป็นการอินทิเกรตโดยขอบเขตของการอินทิเกรตจะ
อยู่ระหว่าง F D k F DE E  −   +  เม่ือ D  คือ ความถ่ีเดอบาย เน่ืองจากตามทฤษฎีบีซีเอส
ก าหนดให้ช่องว่างพลังงานเป็นแบบคล่ืนเอส ดังนัน้ในกรณีท่ี k F DE  +  ค่าของช่องว่าง
พลงังานจะมีค่าเป็นศนูย์ โดยก าหนดให้มีความหนาแน่นสถานะเป็น ( ) ( )0k FN E N − =  ท า
การจดัรูปสมการจะได้ 

( )

( )

22

20 2

tanh
2

1 D

T

T

d

T






 

 + 
 
 
 =

+ 
  (2.11) 

เม่ือ k FE = −  และก าหนดให้ ( )0N V =   คือ ค่าคงตัวคู่ควบ (Coupling 
constant) สมการท่ี (2.11) คือสมการชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส 

 

2.1.3 อัตราส่วนของช่องว่างพลังงานต่ออุณหภูมิวิกฤตตามทฤษฎีบีซีเอส 
จากสมการท่ี (2.11) เม่ือพิจารณาท่ีอุณหภูมิเท่ากบัอุณหภูมิวิกฤตช่องว่างพลงังาน

จะเป็นศนูย์สามารถเขียนสมการชอ่งวา่งพลงังานได้เป็น (Mahan.  2000: 632-642) 

0

tanh
21 D B ck T

d





 

 
 
 =   

 

เม่ือ 2 B c

x
k T


=

  จะได้ 
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2

0

1 tanh( )

D

B ck T
x

dx
x




=   (2.12) 

ใช้เทคนิคการอินทริเกรตทีละสว่น (by parts) จะได้ 

 ( )
2

22

0

0

1
tanh( ) ln( ) ln( ) Sech( )

D

D B c

B c

k T

k Tx x x x dx






= +   (2.13) 

เน่ืองจาก D cT   ในเทอมท่ี 2 ของสมการท่ี (2.13) จะใช้การประมาณ 

( )
2

0
ln ln

4
x x d






  
  

 
 sech   

โดย 0.57 1.78e =   แทนคา่ขอบเขตของการอินทริเกรตและใช้การประมาณจะได้  

1

1.14B c Dk T e 
−

=  (2.14) 

สมการท่ี (2.14) จึงเป็นสมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากทฤษฎีบีซีเอส และเม่ือ
พิ จ า รณ า ใน ก รณี ท่ี อุณ ห ภู มิ มี ค่ า เ ป็ น ศู น ย์  พิ จ า รณ าส ม ก า ร ท่ี  (2 .1 1 )  ฟั ง ก์ ชั น 

( )
22

tanh 1
2 B

T

k T

 + 
  
  
 

 ท าให้เขียนสมการใหมไ่ด้เป็น 

( )2 20

1 1

0

D

d



 
=

+ 
  

 

ท าการอินทริเกรตและประมาณในกรณี ( )0D    จะได้ 

( )( ) ( )
2 2

0

21
ln 0 ln

0

D

D
 

 


 
= + +      

  

จดัรูปสมการจะได้ชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสเป็น 
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( )
1

2 0 4g DE e 
−

=  =  (2.15) 

หาอัตราส่วนของสมการช่องว่างพลงังานตามสมการท่ี (2.15) ต่อสมการอุณหภูมิ
วิกฤตสมการท่ี (2.14) จะพบว่าอตัราส่วนเป็นค่าคงตวัคือ 3.52 ค่าทัง้สองสามารถวดัได้จากการ
ทดลอง โดยอธิบายได้ดีกับตวัน ายวดยิ่งอย่างอ่อน เช่น อลูมิเนียม ซึ่งจากภาพประกอบท่ี 8 จะ
พบวา่เม่ืออณุหภมูิของตวัน ายวดยิ่งเพิ่มขึน้คา่ชอ่งว่างพลงังานจะลดลง 

 

ภาพประกอบ 8 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภูมิตอ่อณุหภมูิวิกฤต (
c

T

T
) กบัช่องวา่ง

พลงังานตอ่ชอ่งว่างพลงังานท่ีศนูย์เคลวิน ( ( )

( )0

T


 ) ตามทฤษฎีบีซีเอส 

ท่ีมา : Mahan.  (2000).  Many-Particle Physics.  3rd edition. P 642. 
 

2.2 เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 
ในปี ค.ศ. 1953 เลออน ฟาน โฮป (Leon Van Hove) (Wikipedia.  2018: online) ได้

แสดงให้เห็นบทบาทท่ีส าคญัในโครงสร้างช่องพลงังานของอิเล็กตรอนหรือโฟนอน  แสดงให้เห็นว่า
พฤติกรรมท่ีไม่สามารถวิเคราะห์ได้บางอย่างมีสาเหตุมาจากการเปล่ียนแปลงในโทโพโลยี 
(topology) ของช่องพลงังานซึ่งการเปล่ียนแปลงดงักล่าวรู้จักกันในช่ือแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี (van 
Hove singularity) โดยความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตีเป็นแนวคิดหนึ่งท่ีใช้ในการ



  17 

อธิบายอณุหภูมิวิกฤตของตวัน ายวดยิ่งในกลุ่ม A 15 โดยแนวคิดดงักล่าวสามารถท านายอณุหภูมิ
วิกฤตได้อยา่งแมน่ย ากวา่ทฤษฎีบีซีเอสท่ีก าหนดให้คา่ความหนาแน่นสถานะคงท่ี 

 

2.2.1 ความแตกต่างระหว่างตัวน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิมและตัวน ายวดยิ่งอุณหภูมิสูง 
เม่ือพิจารณาตวัน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิม (Conventional superconductor) และตวัน า

ยวดยิ่งอุณหภูมิสูง (High Critical Temperature Superconductor) จะพบว่าทัง้สองประเภทมี
ความแตกตา่งกนัคอ่นข้างมาก (พงษ์แก้ว.  2555: 57-58) โดยสามารถสรุปได้ดงันี ้

1. สารประกอบของตัวน ายวดยิ่ งอุณหภูมิ สูงมีลักษณะขึน้กับทิศทาง 
(Anisotropy) กลา่วคือโครงสร้างผลกึมีลกัษณะเป็นชัน้ และมีการน าไฟฟ้าท่ีเกือบเป็น 2 มิต ิ

2. ในตวัน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิมมีความยาวอาพนัธ์ (Coherence length) เพียงค่า
เดียวและในตวัน ายวดยิ่งอุณหภูมิสูงจะมีค่าความยาวอาพันธ์มากกว่าตวัน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิม
ประมาณ 1000 เทา่ 

3. ในตวัน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิมความหนาแน่นของประจุจะแปรผันกับอุณหภูมิ
วิกฤต ในขณะท่ีตวัน ายวดยิ่งอณุหภมูิสงูมีรูปแบบท่ีได้แนน่อน 

4. ผลของการวัดค่าช่องว่างพลังงานของตัวน ายวดยิ่ งอุณหภูมิสูงท่ีได้จากวิธี   
ตา่ง ๆ อาจมีคา่ไมเ่ทา่กนั 

5. ค่าสัมประสิทธ์ิไอโซโทปของตัวน ายวดย่ิงอุณหภูมิสูงมีค่าไม่แน่นอนซึ่ง
แตกตา่งจากตวัน ายวดยิ่งแบบดัง้เดมิท่ีสว่นใหญ่สามารถอธิบายได้ด้วยทฤษฎีบีซีเอส 

 

2.2.2 คุณสมบัตขิองช่องว่างพลังงานตามแนวทางของแวนโฮปในตัวน ายวดยิ่ง
อุณหภูมิสูง 

อย่างท่ีทราบกันดีว่าสภาพน ายวดยิ่งในกลุ่มตวัน ายวดยิ่งประเภทคิวเพรทเกิดขึน้ใน
ระนาบของ CuO2 ซึ่งมีการค านวณแบบ 2 มิติ  เกติโนและคณะ (Getino;de Llano;&Rubio.  
1993: 597-599) ได้ท าการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีการก าหนดให้มีความ
หนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

( ) 0 ln F

F

E
N E N

E E
=

−
 (2.16) 
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สมการท่ี (2.12) แสดงความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตีโดย 𝑁0 คือค่า
คงตวัของความหนาแน่นสถานะ 𝐸𝐹 คือ ระดบัพลงังานเฟอร์มิ และ 𝐸 คือ ระดบัพลงังานของคู่คู
เปอร์ โดยพบว่าความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตีมีการตัง้สมมติฐานว่าส าหรับตวัน า
ยวดยิ่งท่ีมีอุณหภูมิวิกฤตสูง ระดับของผิวเฟอร์มิจะมีค่าใกล้กับจุดซิงกูลาร์ริตีดงัจะเห็นได้จาก
สมการ โดยสมมติฐานดังกล่าวได้รับการยืนยันจากหลายการทดลอง  (Bok;&Bouvier.  2007: 
460-462) 

จากสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอส  (2.11) ท าการจัดรูปสมการโดย

ก าหนดให้ค่าความหนาแน่นสถานะเป็นไปตามสมการ  ก าหนดให้ 
2

F

B c

E E
x

k T

−
=  , 

2

D

B c

Z
k T


=   

และ 
2 2

F F

B c c

E T
W

k T T
= =  โดยท่ีอุณหภูมิวิกฤตช่องว่างพลังงานจะเป็นศูนย์ ( ) 0cT =  จะได้

สมการเป็น 

0
0

1 tanh( )
ln

Z x W
dx

N V x x

 
=  

 
  (2.17) 

ใช้เทคนิคการอินทรเกรทแยกสว่นจะได้ 

( )2

0

1 1
tanh ln ln tanh ln ,

2

W
Z Z Z Z D Z W

N V Z
= + −  (2.18) 

โดย 

( ) ( ) ( )2 2

0

1
, ln ln ln

2

Z W
D Z W dx x x x

x

  
= +  

  
 sech  

ท าการจดัรูปสมการท่ี (2.14) โดยการคณูด้วย ( )2coth Z  ตลอดจะได้ 

( ) ( ) ( )2 2

0

1
, 2coth ln ln

W
D Z W Z W

N V Z

   
+ + =   

  
 (2.19) 

และจะได้สมการอณุหภมูิวิกฤตเป็น 
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( ) ( )

1

2
2

0

1 1
exp , 2coth ln

2
c F

W
T T D Z W Z

N V Z

 
    

= − + +     
     

 

 (2.20) 

อีกสิ่งหนึ่งท่ีน่าสนใจของการศึกษาตัวน ายวดยิ่งนั่นคือ อัตราส่วนของช่องว่าง
พลังงานต่ออุณหภูมิ (gap-to- cT  ratio) พิจารณาจากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส 
สมการท่ี (2.11) ในกรณีท่ีอุณหภูมิเป็นศนูย์เคลวิน ( ) 00 =   และใช้เทคนิคการประมาณท่ีว่า  

( ) 1tanh x   เม่ือ 1x   จะได้ 

( ) ( )
2 2

0

2
ln

0

F D

F D

E

F

FE
F

EdE

N V E EE E





+

−

=
−− + 

  
(2.21) 

เม่ือก าหนดให้ FE E = −  และท าการอินทิเกรตโดยใช้เทคนิคการอินทิเกรตแบบ
แยกสว่นสมการท่ี (2.17) จะสามารถเขียนใหมไ่ด้เป็น 

1

01

0
0 0

sinh
1

ln sinh
DF D

D

E
d

N V








 

−

−

 
 
    = +  

   
  (2.22) 

เน่ืองจาก 
0

1D 
 

 
 ดงันัน้สามารถกระจายฟังก์ชนั 

( )
( ) ( )

( )

1

1

22 2
0

1 2 !
sinh ln 2

2 ! 2

k

k k
k

k
x x

k kx

+


−

=

−
= +  

เม่ือพิจารณาท่ี  1x   จะได้ 

( )
0

1

1
1

01

0
0 0

sinh
sinh1

ln sinh
DD

D

F
y

dy d
N V y

E 






 

−

−

−



 
 
    = + +  

   
   (2.23) 
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โดย 
0

y


=


 สมการท่ี (2.19) จะสามารถประมาณได้ว่า ( )1
1

0

sinh
0.955

y
dy

y

−

  

โดยใช้วิธีการเชิงตวัเลขและใช้การกระจายฟังก์ชนั ( )1sinh x−  แทนลงในเทอมท่ีสามของสมการ
จะได้ 

2

1

0 0 0

21 1
ln sinh 0.822 ln

2

D D

DN V

 



−    
= + +   

    

FE  (2.24) 

ท าการจดัรูปสมการจะได้สมการของชอ่งวา่งพลงังานท่ีศนูย์เคลวิน 

1/2
2

0

0

2
2 exp ln 1.645F

b F

D

T
k T

N V 

        − −          

 (2.25) 

สมการของอุณหภูมิวิกฤต (2.16) และสมการท่ี (2.21) จะน ามาหาอัตราส่วนของ
ช่องว่างพลงังาน และท าการเปรียบเทียบผลของการค านวณกบัทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้ตวัน ายวดยิ่ง
อณุหภมูิสงูในกลุม่ La-Sr-Cu-O และ Y-Ba-Cu-O ได้ผลดงัตาราง 2 
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ตาราง 2 แสดงผลการค านวณอตัราสว่นช่องวา่งพลงังาน 

𝑇c(𝐾) 𝜔𝐷(𝐾) 𝑇𝐹(𝐾) 
𝜆 

2∆0/𝑘𝐵𝑇𝑐 BCS Gettino Tsuei 

40 

La-Sr-Cu-O 

400 

500 

754 

5548 

5548 

5580 

0.412 

0.378 

0.327 

0.093 

0.088 

0.082 

0.100 

0.095 

0.086 

3.64 

3.66 

3.53 

90 

Y-Ba-Cu-O 

300 

400 

754 

8807 

8807 

8807 

0.754 

0.620 

0.445 

0.148 

0.130 

0.106 

0.164 

0.143 

0.115 

3.60 

3.63 

3.68 

 

ที่มา : Getino, J.M.; & et al.  (1993).  Properties of the Gap Energy in the van Hove 

scenario of High -Temperature Superconductivity.  Phys Rev B.  48: 597-599. 

จากตาราง 2 จะพบว่าเม่ือเปรียบเทียบค่าคู่ควบอิเล็กตรอน -โฟนอน (Coupling 
constant , 𝜆) ส าหรับตวัน ายวดยิ่งอณุหภูมิสงูจะมีคา่ตา่งกนัมากเม่ือเทียบกบัคา่ท่ีได้จากทฤษฎีบี
ซีเอส แตมี่คา่ใกล้เคียงกนักบัคา่ท่ีได้จากงานวิจยัของซุยและคณะ (C. Tsuei; et al.  1991: 2725) 
ซึ่งพบว่าอัตราส่วนช่องว่างพลังงานต่ออุณหภูมิวิกฤตมีค่ามากกว่าของทฤษฎีบีซีเอสท่ีมี
คา่ประมาณ 3.53 

รั ต น บุ รี แ ล ะ ค ณ ะ  (Ratanaburi;Udomsamuthirun;&Yoksan.  1996: 52) ไ ด้
ท าการศกึษาอตัราส่วนของช่องวา่งพลังงานท่ีศนูย์เคลวินตอ่อณุหภมูิวิกฤตโดยศกึษาตวัน ายวดยิ่ง
แบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีเร่ิมต้นจากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสท่ีมีความหนาแน่น
สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี ท่ีอณุหภมูิวิกฤตสิมการชอ่งวา่งพลงังานจะเป็น 
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0

tanh
22

ln
D

D

B c F
k T E

d
N V








 −

 
 
 =   

(2.26) 

และท่ีศนูย์เคลวินจะได้สมการเป็น 

      
( )2 2

0

ln
2

0

D

D

FE

d
N V








−
=

+ 
  (2.27) 

จะพบว่าสมการท่ี  (2.22) และสมการท่ี  (2.23) มีค่า เท่ ากัน  และก าหนดให้ 
( )2 0

B c

R
k T


=  จะได้ 

     
( )

2

2

2
0 0

2
ln

tanh
ln

2 1

D D

B c B c

F
k T k RT

B cF

B c

E

x k RT xE
dx dx

x k T x x

   
 

   = 
+ 

   (2.28) 

จากสมการท่ี (2.24) น ามาค านวณด้วยวิธีการเชิงตัวเลขจะได้ค่าอัตราส่วนของ
ช่องว่างพลังงานท่ีศนูย์เคลวินต่ออุณหภูมิวิกฤตโดยศึกษาตวัน ายวดยิ่งแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี
เม่ือเทียบกบังานวิจยัของเกตตโินและคณะดงัตาราง 3 
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ตาราง 3 แสดงอตัราสว่นชอ่งวา่งพลงังานท่ีศนูย์เคลวินตอ่อณุหภมูิวิกฤต 

𝑇𝑐(𝐾) 𝜔𝐷(𝐾) 𝐸𝐹(𝐾) 2Δ(0)/𝑘𝐵𝑇𝑐 

40 

(La-Sr-Cu-O) 

 

90 

(Y-Ba-Cu-O) 

400 

500 

754 

300 

400 

754 

5548 

5548 

5580 

8807 

8807 

8807 

3.656 

3.651 

3.646 

3.773 

3.726 

3.670 

 

ที่มา : Ratanaburi; Udomsamuthirun; Yoksan.  (1996).  Ratio ( )2 0 / B ck T  in a van Hove 
superconductor.  p 52. 

จากผลการค านวณแสดงให้เห็นว่าการค านวณโดยวิธีการตามแบบงานวิจยัของเกตติ
โนและคณะ ให้ค่าอัตราส่วนช่องว่างพลังงานต่ออุณหภูมิวิกฤตท่ีใกล้เคียงกันกับท่ีได้จากการ
ค านวณเชิงตัวเลข ซึ่งเทคนิคการประมาณท่ีเกตติโนและคณะเลือกใช้ในการประมาณสมการ
อณุหภูมิวิกฤตคือการประมาณฟังก์ชนั ( )tanh x  แล้วจึงท าการอินทิเกรต นอกจากนีง้านวิจยัของ
แอบด์-ชเูคอร์ (Abd-Shukor.  2007: 587-590) ศกึษาคา่คงตวัคู่ควบอิเล็กตรอนโฟนอนของตวัน า
ยวดยิ่งอุณหภูมิสงูในกลุ่มท่ีมีคิวเพรทเป็นองค์ประกอบพบว่าคา่คงตวัคูค่วบอิเล็กตรอนโฟนอนวดั
ได้ด้วยวิธีการวดัแบบอลัตราโซนิก (ultrasonic method) ซึ่งคา่คงตวัคูค่วบอิเล็กตรอนโฟนอนแบบ
แวนโฮป ( VH ) ถูกพบเม่ืออุณหภูมิวิกฤตสูงขึน้โดยท่ีมีค่าอยู่ระหว่าง 0.025-0.060 จะเห็นได้ว่า
เม่ือเทียบกับคา่คงตวัคูค่วบอิเล็กตรอน-โฟนอนตามทฤษฎีบีซีเอสในตวัน ายวดยิ่งแบบดัง้เดิมมีค่า
น้อยกว่าประมาณ 10 – 100 เท่า และยังพบด้วยว่าอุณหภูมิเดอร์บายด์ไม่มีความสัมพันธ์กับ
อณุหภูมิวิกฤต ซึ่งจากงานวิจยัดงักล่าวแสดงให้เห็นว่าการมีอิทธิพลซึ่งกนัและกนัระหว่างความถ่ี
เดอร์บายด์และค่าคู่ควบอิเล็กตรอน-โฟนอนในระบบสองมิติและการเปล่ียนแปลงของทัง้สองตวั
แปรสง่ผลโดยรวมตอ่การเปล่ียนแปลงอณุหภมูิวิกฤต 
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2.3 เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับช่องว่างพลังงานเทียม 
ช่องว่างพลังงานเทียมถูกค้นพบครัง้แรกโดย  การวัด  NMR (Nuclear Magnetic 

Resonance) โดยเกิดการตีความว่าเป็น spin gap แต่หลังจากนัน้เคร่ืองมืออ่ืน ๆ หรือการใช้วิธี
ต่าง ๆ สามารถตรวจพบได้ เช่น ARPES , tunneling , Raman เป็นต้น ซึ่งยืนยันว่าช่องว่าง
พลังงานเทียมมีอยู่จริง การค้นพบช่องว่างพลังงานเทียมของตัวน ายวดยิ่งประเภทคิวเพรทใน
สถานะปกติท่ีมีการโดป (Underdoped Cuprate) ซึ่งช่องว่างพลังงานเทียมจะพบในช่วงท่ีมีการ
โดป (Underdope : xu) จนถึงค่าการโดปท่ีเหมาะสม  (Optimum : xm) และเม่ืออยู่ในช่วงท่ีอยู่
ระหว่างการโดปท่ีเหมาะสมและการโดปอย่างมาก (Overdope : xo) จะไม่ปรากฏชอ่งว่างพลงังาน
เทียม ความหนาแน่นสถานะอนุภาคเด่ียวท่ีถูกลดทอนรอบศกัย์เคมี (Chemical potential) จะถูก
เรียกวา่ช่องวา่งพลงังานเทียม ซึง่มีการเพิ่มขึน้อย่างตอ่เน่ืองแยกจากโครงสร้างในสถานะน ายวดยิ่ง 
(Schneider;&Singer.  2000: 280) 

 

 

ภาพประกอบ 9 แผนภาพแสดงปริมาณการโดปกบัอณุหภมูิ 

ท่ีมา : Schneider; & Singer.  (1993).  Phase Transition Approach to High Temperature 
Superconductivity Universal Properties of Cuprate Superconductors. p12. 

 
ส าหรับตวัน ายวดยิ่งประเภทคิวเพรทในกลุ่ม La2-xSrxCuO4 การศึกษาค้นคว้าแสดงให้

เห็นว่า 1. ช่องว่างพลงังานเทียมและโครงสร้างช่องว่างพลงังานในสภาพน ายวดยิ่งจะมีสมมาตร
เดียวกัน 2. อุณหภูมิช่องว่างพลงังานเทียมลดลงในขณะท่ีมีการโดปเพิ่มขึน้และรวมกับอุณหภูมิ
วิกฤตเม่ือโดปเกิน 3. ในช่วงของการโดปเกินความกว้างของอตัราส่วนช่องว่างพลงังานเทียมกับ
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อุณหภูมิวิกฤตมีค่ามาก 4. ในช่วงของการโดปเกินส่วนท่ีอุณหภูมิช่องว่างพลังงานเทียมรวมกับ
อุณหภูมิวิกฤต คุณสมบัติในสถานะปกติ (normal state) จะมีความใกล้เคียงกับโลหะและมี
พฤตกิรรมตามทฤษฎีของไหลเฟอร์มิ-แลนดาวน์ (Fermi-Landau Liquid theory) 

 

2.3.1 ความสัมพันธ์ระหว่างช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสและช่องว่าง
พลังงานเทียม 

อุดมสมุทรหิรัญ  (Udomsamuthirun.  2001: 316) ศึกษาการเกิดสภาพน ายวดยิ่ง
ของตวัน ายวดยิ่งอุณหภูมิสูงท่ีมีช่องว่างพลังงานเทียม มีการก าหนดให้ช่องว่างพลังงานรวมมี
ความสมัพนัธ์กบัช่องว่างพลงังานเทียมและช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส โดยการพิจารณา
แบบจ าลองชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส ซึง่ชอ่งวา่งพลงังานรวมสามารถเขียนได้เป็น 

( ) ( ) ( )2 2 2

t sg pgT T E T =  +  (2.29) 

เม่ือ sg  คือ ช่องว่างพลังงานของตัวน ายวดยิ่งตามทฤษฎีบีซีเอส และ pgE  คือ
ช่อ งว่ างพลังงาน เที ยมตามล าดับ  จากงานวิจัยของบัน โยพัด ไฮยา ย์และพอดดา ร์ 
(Bandyopadhyay;&Poddar.  2001: 137-142) พบว่าช่องว่างพลงังานเทียมของตวัน ายวดยิ่งใน
สถานะปกติจะแปรผกผันกับการโดป ดังนัน้ช่องว่างพลังงานรวมจึงเปรียบเสมือนว่าไม่มีการ
เปล่ียนแปลงเน่ืองจากช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสเพิ่มขึน้ ช่องว่างพลงังานเทียมจะลดลง 
แตใ่นกรณีท่ีช่องว่างพลงังานเทียมมีคา่เพิ่มขึน้ ช่องว่างพลงังานของตวัน ายวดยิ่งตามทฤษฎีบีซีเอ
สจะลดลงตามสมการท่ี (2.25) ดงันัน้เม่ืออุณหภูมิของตวัน ายวดยิ่งมีค่ามากกว่าอุณหภูมิวิกฤต 

sg  จะมีคา่เป็นศนูย์ส่งผลให้ช่องวา่งพลงังานรวมขึน้กบัคา่ของช่องว่างพลงังานเทียม ท่ีอณุหภูมิ
ค่าหนึ่ง pgE  จะมีค่าเป็นศนูย์เรียกอุณหภูมินัน้ว่า อุณหภูมิช่องว่างพลังงานเทียม (pseudogap 
crossover temperature : *T ) 

 

2.3.2 สมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตามแบบจ าลอง
ช่องว่างพลังงานเทียม 

สภาพน ายวดยิ่งสามารถอธิบายได้โดยใช้ทฤษฎีบีซีเอสแตไ่ม่สามารถอธิบายได้อยา่ง
ครอบคลมุโดยเฉพาะอยา่งยิ่งกบัตวัน ายวดยิ่งอณุหภมูิสงูซึง่มีการค้นพบชอ่งวา่งพลงังานเทียม จนั
ปุ่ ม (Chanpoom.  2015: 1-9) ได้ศกึษาผลกระทบของช่องว่างพลงังานเทียมตอ่ความจคุวามร้อน
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จ าเพาะของตวัน ายวดยิ่ง โดยใช้แบบจ าลองตามสมการท่ี (2.25) และสมการชอ่งว่างพลงังานตาม
ทฤษฎีบีซีเอสตามสมการท่ี (2.11) โดยก าหนดให้ 

( )
2 2 2

2 2 *

,   

,   

sg pg c

pg c

E T T
E E T

E T T T





 +  + 
= = 

+  


 (2.30) 

เม่ือ  E  คือ  พลังงานการกระโดดข้ามชัน้ของอนุภาคเด่ียว  (Single-particle 
excitation energy) และเพ่ือง่ายต่อการค านวณจึงก าหนดให้ค่าคงตัว Bk  และ  มีค่าเป็น 1 
สง่ผลให้ 𝜔𝐷 อยูใ่นหนว่ยเคลวิน ดงันัน้สมการชอ่งวา่งพลงังานสามารถเขียนได้เป็น 

*

*

2 2

2 20

tanh tanh2 21 D

pg

cT
c

T
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E

T T
d d

E






 
 

 +
  
  

   = +
+

   (2.31) 

ในตัวน ายวดยิ่งประเภทคิวเพรทค่าอุณหภูมิวิกฤตจะขึน้กับปริมาณการโดป เม่ือ

พิจารณากรณี ท่ีมีการโดปต ่า pg cE T  จะประมาณ  
2 2

tanh 1
2

pg

c

E

T

 +
  
 
 

 และใช้การ

ประมาณ 

* *

0

tanh
2

0.686 0.2
2

T
c

c

T T
d

T






 
 

    + 
 

  (2.32) 

ท าการค านวณสมการท่ี (2.27) โดยใช้การประมาณสมการท่ี (2.28) และในกรณีท่ี
ก าหนดให้ D cT  จะได้ 

( )
* *

2 2

0
0

tanh
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ln 0.686 0.2
2
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E d
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   

สมการอณุหภมูิวิกฤตท่ีได้คือ 
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* *1
0.343 0.2

1.14 cpg

T T

E T

c DT e



− + − −

=  (2.33)  

สมการท่ี (2.29) เป็นสมการอณุหภูมิวิกฤตท่ีมีแนวคิดจากทฤษฎีบีซีเอสท่ีมีช่องว่าง
พลงังานเทียมโดยใช้แบบจ าลองตามสมการท่ี (2.25) ก าหนดให้ cpgE T  และ 

D cT  ผลท่ี
ได้แสดงดงัภาพประกอบ 10 

 

ภาพประกอบ 10 แสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งคา่คูค่วบคงท่ี (𝜆) และอณุหภมูิวิกฤต 

ท่ีมา : Chanpoom, T.  (2015).  Effect of Pseudogap on the Specific Heat of 
Superconductor.  International Journal of Modern Physics B (29): 1550180. 

2.4 เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับปรากฏการณ์ไอโซโทป 

2.4.1 สัมประสิทธ์ิไอโซโทปตามทฤษฎีบีซีเอส 
พิจารณาความสมัพนัธ์ระหว่างอณุหภูมิวิกฤตและมวลไอโซโทปสมการท่ี (1.1) โดย

สามารถเขียนอยูใ่นรูปสมการได้เป็น 

cT kM −=  (2.34) 

เม่ือก าหนดให้ 𝑘 เป็นค่าคงตัวของการแปรผัน ใช้ลอกาลิทึมธรรมชาติ  (natural 
logarithm) ตลอดทัง้สมการ หาอนพุนัธ์ และท าการจดัรูปจะได้ 
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ln

ln

cT

M



= −


 (2.35) 

โดยก าหนดให้ 𝑇𝑐เป็นฟังก์ชนัของความถ่ีเดอร์บายเท่านัน้ ( )c c DT T =  จากแนวคิด
ตามทฤษฎีบีซีเอสท าให้ทราบว่าตวัการส าคญัท่ีท าให้เกิดสภาพน ายวดยิ่งคือคู่คเูปอร์ โดยคู่ของ
อิ เล็ ก ต รอน ส าม า รถ จั บ คู่ กั น ไ ด้ ภ าย ใ ต้ เ ง่ื อ น ไข ข อ งก า ร เค ล่ื อ น ท่ี แ บ บ ฮ า ร์ โม นิ ก  
(Bardeen;Cooper;&Schrieffer.  1957: 1178-1179) 

1

2
D M

−

  (2.36) 

ท าการจัดรูปสมการและน ามวลไอโซโทป  (Isotope mass , M ) แทนในสมการท่ี 
(2.31) แล้วท าการจดัรูปสมการจะได้เป็น 

1

2

cD

c D

dT

T d





=  (2.37) 

สมการท่ี (2.33) เป็นสมการของการหาสมัประสิทธ์ิไอโซโทปอยู่ภายใต้เง่ือนไขตาม
ทฤษฎีบีซีเอส ซึง่ทฤษฎีบีซีเอสสามารถค านวณคา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปได้เป็น 0.5 

 

ภาพประกอบ 11 ผลการทดลองอณุหภมูิวิกฤตของตวัน ายวดยิ่งซึง่เป็นฟังก์ชนัของมวลไอโซโทป
ส าหรับปรอท 

ท่ีมา : Huang, Q. X.  (2018).  Does the isotope effect of mercury support the BCS 
theory?. 
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จากภาพประกอบ 11 แสดงกราฟความสมัพันธ์ระหว่างมวลไอโซโทปและอุณหภูมิ
วิกฤตของตวัน ายวดย่ิงปรอท จะพบวา่คา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากการค านวณตามทฤษฎีบีซี
เอสสามารถอธิบายผลการทดลองได้อย่างแม่นย า แต่งานวิจัยของหวง  (Q. Huang.  2018: 
unpaged) แสดงให้เห็นแนวคิดท่ีว่าผลการทดลองของตวัน ายวดยิ่งประเภทต่าง ๆ มีค่าแตกต่าง
กนั มีความเป็นไปได้วา่อณุหภมูิวิกฤตของตวัน ายวดยิ่งท่ีขึน้กบัมวลไอโซโทปอาจมีความสมัพนัธ์ท่ี
ซบัซ้อนมากกว่าตามท่ีทฤษฎีบีซีเอสได้น าเสนอไว้ ส าหรับตวัน ายวดย่ิงอณุหภูมิสงูค่าสมัประสิทธ์ิ
ไอโซโทปจะมีคา่ท่ีแตกตา่งจากทฤษฎีบีซีเอส 

 

ภาพประกอบ 12 กราฟความสมัพนัธ์ระหวา่งคา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปและอณุหภมูิวิกฤตของ    
La2-xSrxCuO4 

ท่ีมา : Schneider; & Singer.  (1993).  Phase Transition Approach to High Temperature 
Superconductivity Universal Properties of Cuprate Superconductors. p297. 

 
ภาพประกอบ 12 แสดงค่าสัมประสิทธ์ิไอโซโทปของตัวน ายวดย่ิงอุณหภูมิสูง       

La2-xSrxCuO4 ซึ่งพบวา่นอกจากคา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปจะมีคา่แตกตา่งจากคา่ท่ีได้ตามทฤษฎีบีซี
เอสแล้ว ค่าสมัประสิทธ์ิไอโซโทปมีค่าแตกต่างกันไปโดยขึน้อยู่กับปริมาณการโดปอีกด้วย ดงันัน้
ทฤษฎีบีซีเอสจงึไมส่ามารถอธิบายปรากฏการณ์ไอโซโทปได้อย่างครอบคลมุ 
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ตาราง 4 ตารางแสดงคา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีวดัได้จากตวัน ายวดย่ิงในกลุม่ La2-xSrxCuO4 

สารประกอบ x 𝑇𝑐 (K) 𝛼 

La1.725Sr0.275CuO4 0.278 22 0.120.05 
La1.775Sr0.225CuO4 0.225 29 0.10.03 

La1.9Sr0.1CuO4 0.100 33 0.40.05 
La1.075Sr0.125CuO4 0.925 36 - 
La1.85Sr0.15CuO4 0.150 39 0.1400.008 

ที่มา : Poole, Charles P; & Farach, Horacio A; & Creswick, Richard J.    
Superconductivity.  p 636. 

2.4.2 งานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับสัมประสิทธ์ิไอโซโทป 
ครอฟอร์ดและคณะ  (Crawford; et al.  1990: 282) ได้มีการศึกษาสัมประสิทธ์ิ

ไอโซโทปโดยพิจารณาในกรณีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีจากสมการท่ี (2.12) 
และพิจารณาสมการชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสสมการท่ี (2.11)  

( ) ( )

( ) ( )

2 2
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tanh
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N dE
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



+

−

 − + 
 
 
 =

− − + 
  (2.38) 

ก าหนดให้ FE E = −  พิจารณากรณีท่ี cT T=  จะมีช่องว่างพลงังาน ( ) 0cT =

จะได้ 

0
0

tanh
21

ln
D cF

TE
d

N V






 

 
 

   =  
 

  (2.39) 

ใช้การประมาณ ( )tanh x x  เม่ือ 1x  และ ( ) 1tanh x   เม่ือ 1x   ท าการจัด
รูปสมการท่ี (2.35) ให้ตรงตามเง่ือนไขจะได้ 
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   (2.40) 

ท าการอินทิเกรตและใสก่ารประมาณของ tanh
2 cT

 
 
 

 จะได้ 
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1 1
ln ln 1

2 2

F F

c D

E E

N V T 

    
 = − +   
    

 (2.41) 

จดัรูปสมการ จะได้อณุหภมูิวิกฤตเป็น 

1

2
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2
1.36 exp ln 1F

c F

D

E
T E

N V 

 
  

= − + −  
  

 

 (2.42) 

เน่ืองจากสมัประสิทธ์ิไอโซโทปหาได้จาก ln

ln

cT

M



= −


 ดงันัน้จะได้ 
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 

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           

 (2.43) 

สมการท่ี (2.43) คือสมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากสมการชอ่งว่างพลงังานตาม
ทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาริตี 

จากการศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปของคิโช (Kishore.  1995: 367-372) โดยแบ่ง
การศึกษาออกเป็น 2 ส่วนคือ ส่วนท่ีเป็นการศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปจากสมการช่องว่าง
พลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยตรงและส่วนท่ีสมัประสิทธ์ิไอโซโทปมีการเปล่ียนแปลงตามช่วง โดย
ในการศกึษาสมัประสิทธ์ิไอโซโทปจากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยตรงพิจารณา
จากสมการชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส ท าการจดัรูปสมการจะได้ 
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


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−  (2.44) 

เม่ือ ( )E  คือ ความหนาแน่นสถานะ FE  คือ พลงังานเฟอร์มิ Bk  คือ คา่คงตวัของ
โบลซ์มาน และ D  คือ ความถ่ีเดอบาย จากสมการท่ี (2.37) โดยการก าหนดให้  FE E = −  
โดยความหนาแนน่สถานะเขียนได้เป็น 

( ) ( ) ( ) 
1

2
F FN E E    = − + +

 (2.45) 

จะสามารถจดัรูปได้เป็น 
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 
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 
   จะสามารถเขียนสมการได้เป็น 

    1 0VF− =  (2.47) 

สมัประสิทธ์ิไอโซโทปได้จากการหาอนพุนัธ์สมการท่ี (2.39) เทียบกบัมวลไอโซโทปซึ่ง
วิธีการดังกล่าวจะท าให้ได้ค่าประมาณเท่านัน้  อย่างไรก็ตามก็เป็นวิธีการหนึ่งท่ีไม่สามารถ
หลีกเล่ียงได้เน่ืองจากให้คา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปออกมาได้โดยตรง พิจารณาสมการท่ี (2.39) โดย
การหาอนพุนัธ์เทียบกบัมวลไอโซโทปจะได้ 

    0cD

D c

dTddF F F

dM dM T dM





 
= + =
 

 (2.48) 

และจากความสัมพันธ์ 1/2~D M −  จะสามารถหาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปโดยใช้
สมการท่ี (2.47) จะได้ 
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(2.49) 

สมการท่ี (2.49) เป็นสมการสัมประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากการพิจารณา
สมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยก าหนดให้มีความหนาแน่นสถานะตาม
สมการท่ี (2.45) 

 



 

บทที่ 3 
วิธีด าเนินงานวิจัย 

งานวิจยันีศ้กึษาอิทธิพลของช่องว่างพลงังานเทียมท่ีมีตอ่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปของตวัน า
ยวดยิ่งแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี มีวัตถุประสงค์ 2 ประการ คือ เพ่ือค านวณหาสมการอุณหภูมิ
วิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทปของตวัน ายวดย่ิงอณุหภูมิสงูท่ีมีช่องว่างพลงังานเทียมโดยมีความ
หนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี และอีกวตัถุประสงค์คือเพ่ือศึกษาอิทธิพลของช่องว่าง
พลังงานเทียมท่ีมีต่ออุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทป โดยมีขัน้ตอนในการด าเนินงาน
ประกอบด้วย 1. ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทปตามสมการช่องว่างพลงังานของ
ทฤษฎีบีซีเอส 2. ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทปตามสมการช่องว่างพลงังานของ
ทฤษฎีบีซีเอสท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 3. ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและ
สัมประสิทธ์ิไอโซโทปตามสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่าง
พลังงานเทียม และมีความหนาแน่นสถานะคงตวัและ 4. ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิ
ไอโซโทปตามสมการช่องว่างพลงังานของทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลงังานเทียม
และมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

3.1 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎี
บีซีเอส 

3.1.1 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอส 
พิจารณาสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่นสถานะคง

ตัว ( ) ( )0N N =  และก าหนดให้ ( )0N V =  ท่ีอุณหภูมิ เท่ากับอุณหภูมิวิกฤตช่องว่าง
พลงังานจะเป็นศนูย์สามารถเขียนสมการชอ่งวา่งพลงังานได้เป็น 
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ใช้การประมาณ ( )tanh 1x   เม่ือ 1x   จะได้ 

2

1

1 1
0.91

D

cT

dx
x




= +    

จะได้สมการอณุหภูมิวิกฤตท่ีค านวณจากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส 
มีความหนาแนน่สถานะคงตวัและร่วมกบัการประมาณเชิงตวัเลข 

1

1.24c DT e 
−

=  (3.3) 

  

3.1.2 ศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอส 
พิจารณาสมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปสมการท่ี (2.30) เม่ือก าหนดให้ ( )c c DT T =  

ดงันัน้หาอนพุนัธ์เทียบกบั D  ตลอดทัง้สมการชอ่งวา่งพลงังาน ตามสมการท่ี (3.1) จะได้ 
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tanh
21 D c

D D

Td d
d

d d






   

  
  

    =    
 
 
 

  (3.4) 

จดัรูปโดยใช้กฎของเลบนิซ (Leibniz Rule) (GRADSHTEYN.  1980) 

( )
( )

( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )

,     , ,

,

a

a

a

a

d a d ad
f x a dx f a a f a a

da da da

d
f x a dx

da









 
 = −

+





 (3.5) 

จะได้ 
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c c

D D

dT T

d 
=  (3.6) 

น า (3.6) แทนลงใน (2.30) จะพบว่าค่าสมัประสิทธ์ิไอโซโทปเป็น 1

2
 =  ซึ่งเป็นไป

ตามทฤษฎีบีซีเอส ดังนัน้สมการท่ี (3.5) จึงเป็นสมการส าคัญท่ีท าให้การหาค่าสัมประสิทธ์ิ
ไอโซโทปมีความซบัซ้อนในการค านวณลดลง 

3.2 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎี
บีซีเอสท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

3.2.1 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอสที่มี
ความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

จากการศึกษางานของเกติโนและคณะ (Getino;de Llano;&Rubio.  1993: 597-
582; พงษ์แก้ว.  2559) พิจารณาสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่น

สถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี ( ) ( )0 ln F

F

E
N N

E



=

−
 ท่ีอุณหภูมิวิกฤตจะสามารถเขียน

สมการชอ่งวา่งพลงังานได้เป็น  

0

tanh
21

ln
D cF

TE
d






  

 
 

   =  
 

  (3.7) 

ซึ่งค านวณอุณหภูมิวิกฤตโดยก าหนดให้มีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกู
ลาร์ริตี โดยใช้วิธีการค านวณเชิงตวัเลข เพ่ือท าการเปรียบเทียบกบัผลการวิจยัของเกติโนและคณะ 
ดงันัน้ผู้วิจยัจึงใช้วิธีการประมาณร่วมกบัการค านวณเชิงตวัเลข จะประมาณฟังก์ชนั ( )tanh 1x   
เม่ือ 1x   และ ( )tanh x x  เม่ือ 1x   สมการท่ี (3.7) สามารถเขียนได้เป็น 

2

0 2

1 1 1
ln ln

2

c D

c

T
F F

T
c

E E
d d

T



 
   

   
= +   

   
   (3.8) 

ท าการค านวณเพ่ือหาสมการอณุหภมูิวิกฤตจะได้ 
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21 1
1.36 xp   ln ln ln  

2 2 2

D D F
c F

c c D

E
T

T
EE

T

 

 

       
= + −      

      
 (3.9) 

สมการท่ี (3.9) คือสมการอณุหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎี
บีซีเอสโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

 

3.2.2 ศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎี 
บีซีเอสท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

พิจารณาสมการท่ี (3.7) และสมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปสมการท่ี (2.30) โดยจะใช้
วิธีการหาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปวิธีเดียวกับการหาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปตามทฤษฎีบีซีเอส เม่ือ
ก าหนดให้ 𝑇𝑐 = 𝑇𝑐(𝜔𝐷) ดงันัน้หาอนพุนัธ์เทียบกบั 𝜔𝐷 และใช้สมการท่ี (3.5) จะได้ 
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− =      
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 d

 (3.10) 

พิจารณาเทอม 2
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  ท าการอินทิเกรตโดยก าหนดให้ 
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sech
 (3.11) 

ในกรณีท่ี  D cT  ใช้การประมาณ 
2

D

cT


→  ดงันัน้สามารถประมาณคา่สมการ

ท่ี (3.11) ตามแนวทางของทฤษฎีบีซีเอสและประมาณฟังก์ชนั ( )tanh 1x   เม่ือ 1x   จะได้ 
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 sech  (3.12) 
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แทนค่าลงใน (3.11) ท าการจัดรูปสมการโดยใช้สมการท่ี (2.30) เพ่ือหาสมการ
สมัประสิทธ์ิไอโซโทปจะได้ 

ln
1

2
ln 1.78

2

F

D

F

c

E

E

T




  
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  =
  

−  
   

 (3.13) 

สมการท่ี (3.13)   คือ  สมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากสมการช่องว่างพลงังาน
ตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี     และเม่ือพิจารณาใน
กรณีท่ี    D cT        จากสมการท่ี (3.10)  ใช้การประมาณเชิงตวัเลขในเทอม  
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( ) ( )
2

22

0
ln 1.003 0.104 0.015

2 2

D

c
D DT

c c

y y dy
T T


    

 − + −   
   

 sech  (3.14) 

เม่ือ 1 4
2

D

cT


   แทนคา่ (3.14) ลงใน (3.11) ในสว่นเทอมท่ีพิจารณาจะได้ 
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(3.15) 

น าสมการท่ี  (3.15) แทนลงในสมการท่ี  (3.10 ) และค านวณ เพ่ือหาสมการ
สมัประสิทธ์ิไอโซโทป 
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 (3.16) 
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สมการท่ี (3.16) เป็นสมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากการค านวณตามทฤษฎีบีซี
เอสโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี  

3.3 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎี
บีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะคงตัว 

จากการศกึษางานวิจยัของเบนเดลและคณะ (Bendele; et al.  2017: 4) แสดงให้เห็นถึง
ความสัมพัน ธ์ระหว่างอุณหภูมิ วิกฤตและอุณหภูมิ ช่องว่างพลังงาน เทียม  (Crossover 
Temperature: T*) โดยงานวิจัยดังกล่าวได้ศึกษาในส่วนของปรากฏการณ์ไอโซโทปท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงมวลไอโซโทปออกซิเจน (oxygen isotope effect : OIE) ของสารกลุ่ม La2-xSrxCuO4 
โดยสามารถแสดงความสมัพนัธ์ดงัตาราง 

 

ตาราง 5 แสดงความสมัพนัธ์ของอณุหภมูิวิกฤตและอณุหภมูิชอ่งวา่งพลงังานเทียมของตวัน ายวด
ยิ่ง La2-xSrxCuO4 โดยท่ี O มีมวลไอโซโทปเป็น 16 

 

Tc T* 
13.1 126 
28.8 102 
31.1 64 
37.7 49 

 

 

ตาราง 6 แสดงความสมัพนัธ์ของอณุหภมูิวิกฤตและอณุหภมูิชอ่งวา่งพลงังานเทียมของตวัน ายวด
ยิ่ง La2-xSrxCuO4 โดยท่ี O มีมวลไอโซโทปเป็น 18 
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Tc T* 
12.3 187 
28.5 135 
28.7 80 
37.7 52 

 
จากตาราง 1 และ 2 แสดงให้เห็นว่าคา่อณุหภูมิวิกฤต (Tc) เพิ่มขึน้ อณุหภูมิช่องว่าง

พลงังานเทียม (T*) จะลดลงโดยก าหนดให้ความสมัพันธ์ของทัง้สองเป็นแบบแปรผกผนั โดย A1 
เป็นคา่คงตวัท่ีมีผลจากการโดปของสารและจากความสมัพนัธ์ใช้วิธีทางคณิตศาสตร์การประมาณ
เชิงตวัเลข Fit Curve ท่ีก าลงั 2 ได้ผลดงัภาพประกอบ 13 และ 14 

 

ภาพประกอบ 13 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิวิกฤตและอณุหภมูิชอ่งวา่งพลงังาน
เทียมของสาร La2-xSrxCuO4 ท่ี 16O  
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ภาพประกอบ 14 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิวิกฤตและอณุหภมูิชอ่งวา่งพลงังาน
เทียมของสาร La2-xSrxCuO4 ท่ี 18O 

 

3.3.1 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้
แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะคงตัว 

ชอ่งว่างพลงังานเทียมเป็นช่องว่างพลงังานท่ีสามารถพบได้ในสถานะปกติของตวัน า
ยวดยิ่งเม่ืออณุหภูมิสงูกว่าท่ีอณุหภมูิวิกฤตหรือสามารถพบได้เม่ือตวัน ายวดยิ่งอยู่ในสภาพน ายวด
ยิ่งท่ีอุณหภูมิต ่ากว่าอุณหภูมิวิกฤต จันปุ่ ม (Chanpoom.  2015: 1-9) ได้เสนอให้เติมเทอมของ
ช่องว่างพลังงานเทียมตามสมการท่ี (2.29) ใช้สมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสเพ่ือให้
สามารถอธิบายช่องว่างพลงังานเทียมได้ ท่ีความหนาแน่นสถานะคงตวั และพิจารณาท่ีอุณหภูมิ
วิกฤตจะสามารถเขียนสมการชอ่งวา่งพลงังานได้เป็น 

*

*

2 2

2 20

tanh tanh2 21 D

T

pg

c

pg

T
c

E

T T
d d

E






 
 

 +
  
  

   = +
+

   
(3.17) 
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ในกรณีท่ี  pg cE T  จะสามารถประมาณ ( )tanh 1x   เม่ือ 1x    จะเขียนได้
เป็น 

*

*

2

2 2
0

2

1 1 tanh( )

D

c

c

TT

T

T

pg

y
d dy

yE


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= +
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   (3.18) 

ท าการอินทิเกรตโดยเทอมท่ีสองจะใช้เทคนิคการอินทิเกรตทีละสว่นจะได้ 
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2 2 2 2

D D

c c

D

c

pg

p

c c c

g

T T
T T E

E T T T
F

T T T T

 

 

    
    

       
= + + +            

− −      
      

 (3.19) 

เม่ือ 

*

2*
2

2

(, ln( )sech )
2 2

D

c

c

T

D

c c T

T

T
F y y dy

T T



 
 

 
  

ท าการจดัรูปสมการจะได้สมการอณุหภมูิวิกฤตเป็น 

( )

*

tanh* 2

*

* *2 2

21 1
coth ln ,

2 2 2 2

c

T

g

T

cD D
c D

c c c

pg

p

T

TT
T Exp E Exp F

T T T T T E

 




 
  
 

   
   
        

 = − +              + +  
   

      

 
(3.20) 

สมการท่ี (3.20) คือสมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตาม
ทฤษฎีบีซีเอส มีความหนาแน่นสถานะคงตวัและมีช่องว่างพลงังานเทียม โดยอยู่ภายใต้เง่ือนไข 

 pg cE T  
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3.3.2 ศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอส
โดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะคงตัว 

พิจารณาสมการท่ี (3.17) ซึ่งเป็นสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้
แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมท่ีความหนาแน่นสถานะคงตัว หาอนุพันธ์เทียบกับ 

D  ทัง้
สมการ เม่ือก าหนดให้ ( )* *

DT T =  และ ( )c c DT T =  จะสามารถเขียนสมการใหมไ่ด้เป็น 

*

*

2 2

2 20

tanh tanh2 2
0

D

pg

p

T

g

c
c

T
D D

E

T Td d
d d

d dE






 
  

 +
  
  

   + =
+

   (3.21) 

ใช้ความสมัพนัธ์ตามสมการท่ี (3.5) และท าการจดัรูปสมการจะได้เป็น 

*2 2
*

* *

1* 2*2 2

tanh tanh tanh2 2 21
2 tanh tanh 0

2 2 2
g

D

c
c cc D

c

D c D c

p

p c

g

D

T E
T

T T TdT dT T
I T

T d T d T TT E





  

  +
     
                 − − + − + =        +      

 
 
 

 

(3.22) 

เม่ือ 

*

2 2

2

1 sech
2

D p

T

g

c

E
I d

T

 


 +
 =
 
 

   

สมการสัมประสิท ธ์ิ ไอโซโทปค านวณ ได้จากสมการท่ี  (2.30) โดยแทนค่า
ความสมัพนัธ์ระหวา่ง 

cT  และ *T  ดงัสมการ 

* 1

c

A
T

T
=  (3.23) 

ความสมัพนัธ์ตามสมการท่ี (3.23) ได้จากการศกึษางานวิจยัของเบนเดเลและคณะ 
(Bendele ; et al.  2017: 1-5) ซึ่งเป็นการทดลองเก่ียวกับการหาหลักฐานเพ่ือสนับสนุนผล    
แลททิซอย่างเข้มโดยตวัน ายวดยิ่งแบบ La2-xSrxCuO4 น าความสมัพนัธ์ดงักลา่วแทนลงในสมการท่ี 
(3.22) และท าการจดัรูปจะได้ 
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*2 2

*

*

1

2 * 2*2 2

tanh tanh2 2 1 1
tanh tanh tanh 0

2 2 2 2

c
c D c D

c c c c c D c

pg

Dpg

T E
T

T TA I T dT

T T T T T T d TT E

 

 

   +
    
                − − − − − + =         +       
  
  

  

  

จากเง่ือนไขท่ีก าหนดในกรณีท่ี  pg cE T  จะประมาณค่า 1 0I   และประมาณ 

( )tanh 1x   เม่ือ 1x   ท าการจดัรูปโดยใช้สมการท่ี (2.30) จะได้ 

*

*

1

**2 2

1
tanh

2 2

tanh
21

    tanh tanh
2 2

D

c

CI

c D

c c cpg

T

T

TA T

T T T TT E







 
 
 

=
  
  

     − + −    +    
  
 

 

(3.24) 

สมการท่ี (3.24) เป็นสมการสัมประสิทธ์ิไอโซโทปตามสมการช่องว่างพลังงานของ
ทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียม ภายใต้เง่ือนไข  pg cE T  ซึ่งประมาณ 

( )tanh 1x   เม่ือ 1x   และ 
cT  และ *T  มีความสมัพนัธ์กนัตามสมการท่ี (3.23) 

ในท านองเดียวกนั พิจารณาสมการท่ี (3.22) เม่ือก าหนดให้ความสมัพนัธ์ระหว่าง 
cT  

และ *T  มีความสมัพนัธ์เป็น 

* 2

2 c cT A T BT C= + +  (3.25) 

จะได้สมการสัมประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีเป็นไปตามทฤษฎีบีซีเอส โดยใช้แบบจ าลอง
ชอ่งวา่งพลงังานเทียมและมีความหนาแนน่สถานะคงตวัและ  pg cE T  
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( )

*

*

2 * *2 2

tanh
2

tanh
2 1 1

2 2    tanh tanh
2 2

D

c

CP

c D
c c

c cg cp

T

T

T T
T A T B

T T T TT E







 
 
 

=
   
   

       + − + −       +         
  

 

(3.26) 

3.4 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎี
บีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮป
ซิงกูลาร์ริตี 

3.4.1 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตตามสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้
แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

จากสมการช่องว่างพลังงานเทียมตามทฤษฎีบีซีเอสเม่ือพิจารณาความหนาแน่น

สถานะแบบแวนโฮป ( ) 0 ln F

F

E
N N

E



=

−
 โดยมีช่องว่างพลังงานเทียมจะสามารถเขียน

สมการชอ่งวา่งพลงังานใหมไ่ด้เป็น 

*

*

2 2

2 20

tanh tanh2 21
ln ln

D

g

cT
cF F

g

T

p

p

E

T TE E
d d

E






 
   

 +
  
  

      = +   
   +

   (3.27) 

พิจารณาในกรณีท่ี  pg cE T  จะสามารถใช้การประมาณ ( )tanh 1x   เม่ือ 1x    

และใข้การประมาณฟังก์ชนั 
2 2

1

pgE +
 ให้อยูใ่นรูปของอนกุรมโดย 

( ) 2 4 6

3 5 72 2

1 1 1 3 5

2 8 16pg pg pg pgpg

f
E E E EE

   


= = − + − +
+

 

จะประมาณฟังก์ชนัถึงแคอ่นกุรมล าดบัท่ี 2 คา่จะใช้ได้ดียิ่ง pgE  มีคา่มาก แทนลงใน
สมการท่ี (3.27) และท าการอินทิเกรตสว่นแรกของสมการจะได้ 
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*

2 2

2 3
* * *

*2 20

tanh
2

ln 1 0.17 ln 0.11
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E

T
E eET T T
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E E T EE






 +
 
             − +             +     

  
(3.28) 

พิจารณาในสว่นท่ีสองของสมการและท าการจดัรูปจะได้ 

( )
**

2

2

tanh
tanh2

ln ln
2

D

D
c

c

c TF F

TT
cT

xT E E
d dx

x T x







 

 
 

    =   
   

   
(3.29) 

เม่ือ 
2 c

x
T


=  เน่ืองจากคา่ *T  จะถูกก าหนดให้มีคา่ * 4c cT T T   ดงันัน้เพ่ือท่ีจะ

ใช้การประมาณฟังก์ชัน ( )tanh x  ซึ่งจากการแทนค่า x  ของฟังก์ชัน ( )tanh x  พบว่าท่ี 4x   
จะสามารถได้ค่าประมาณท่ีดีกว่า 1x   ดงันัน้เทอมท่ีสองของสมการท่ี (3.27) จะสามารถเขียน
ใหมไ่ด้เป็น 
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* *
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2
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2

D

cD

c

T
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
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   

   (3.30) 

ท าการอินทิเกรตและจดัรูปสมการจะได้ 
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( )
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*
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=       
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     
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(3.31) 
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เม่ือ ( ) ( ) ( )
*

4

* 2

2 2

2

, lnsech

c

c

T

T

I I T T x x dx=    น าสมการท่ี (3.29) และ (3.31) แทน

ลงในสมการท่ี (3.27) ท าการจดัรูป จะได้สมการอณุหภมูิวิกฤตเป็น 
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  − −              = −  
       

+ +       
        

 (3.32) 

สมการท่ี (3.32) คือสมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตาม
ทฤษฎีบีซีเอสท่ีมีชอ่งวา่งพลงังานเทียมโดยมีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี 

 

3.4.2 ศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้
แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

พิจารณาสมการท่ี (3.27) โดยหาอนุพันธ์เทียบกับ 
D  ทัง้สมการ เม่ือก าหนดให้ 

( )* *

DT T =  และ ( )c c DT T =  จะได้ 
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   (3.33) 

ใช้ความสมัพนัธ์ตามสมการท่ี (3.5) 
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       + +       + +
 
 
 

     
     

        − +   
  



 ln 0FE
d



 
 

   =   
 
 
 

 
(3.34) 
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จดัรูปสมการจะได้ 

( )

*2 2
*

*

* * **2 2

3 42

tanh tanh2 2
ln ln

tanh
21

ln 0
2

pg

pg

c
cF F

D

D

cc F

D D Dc

T E
T

T TE E dT

dT T TT E

TdT E
I I

dT





  

  +
   

   
       −       +

 
 
 

 
 

   
− + + = 

 

 
(3.35) 

โดย 

*
2 2

2

3
0

ln sech
2

T pgF

c

EE
I d

T







 +   
 

  
 

  

*

2

4 ln sech
2

D F

T
c

E
I d

T

 




  
  

   
   

จากความสัมพันธ์ระหว่าง 
cT  และ *T  ตามสมการท่ี (3.23) แทนลงในสมการท่ี 

(3.35) และจดัรูปโดยใช้สมการท่ี (2.30) จะได้สมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปเป็น 

( )

*2 2
*

1
3 42 * **2 2

ln tanh
2

tanh tanh2 2 1
2 ln

2

F D

D c

VI

pg

c
cF

c

c cpg

E

T

T E
T

T TA E
T I I

T T T TT E






  
  

   
=

   +
    
             − + +       + 
  
   

  

 

(3.36) 

และจากความสมัพนัธ์ระหว่าง 
cT  และ *T  ตามสมการท่ี (3.29) แทนลงในสมการท่ี 

(3.39) และจดัรูปโดยใช้สมการท่ี (2.30) จะได้สมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปเป็น 
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( ) ( )

*2 2
*

2 3 4* * *2 2

ln tanh
2

tanhtanh 22 1
2 2 ln

2

F D

c
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p

D c
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c
F

c c

cg

E

T

T E
T

TTE
T A T B I I

T T TT E






  
  

   
=

   +
    
    

       + − + +     +
  
   

  

 

(3.37) 

สมการท่ี (3.36) และสมการท่ี (3.37) คือ สมการสัมประสิทธ์ิไอโซโทปตามสมการ
ช่องว่างพลงังานของทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลงังานเทียมและมีความหนาแน่น
สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตีโดย เม่ือ 

cT  และ *T มีความสมัพนัธ์กนัตามสมการท่ี (3.24) และ 
(3.25) 
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บทที่ 4 
ผลการด าเนินงานวิจัย 

 
จากสมการค านวณในบทท่ี 3 ซึ่งได้จากการค านวณโดยใช้การค านวณโดยตรง การ

ประมาณคา่ และการใช้ร่วมกนัระหวา่งทัง้สองแบบ โดยผลการค านวณมีดงันี ้

4.1 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของ
ทฤษฎีบีซีเอส 

4.1.1 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอส 
จากสมการชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสสมการท่ี (3.1) 

0

tanh
21 D

cT
d






 

 
 
 = 

 

โดยพิจารณาในกรณีท่ี 𝜔𝐷 ≫ 𝑇𝑐 จะได้สมการอณุหภูมิวิกฤตตามทฤษฎีบีซีเอสเป็น 
(Bardeen;Cooper;&Schrieffer.  1957: 1186) 

1

1.14c DT e 
−

=  

และเม่ือใช้การประมาณ ( )tanh 1x   เม่ือ 1x   จะได้สมการอณุหภมูิวิกฤตเป็น 

1

1.12c DT e 
−

=  

กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่าคงตัวคู่ควบ (Coupling Constant :  ) กับ
อณุหภมูิวิกฤตท่ีก าหนดให้ D  มีคา่ 400 , 754 และ 2000 เคลวิน ซึ่งก าหนดคา่ตามตาราง 1 ของ
ตัวน ายวดยิ่งในกลุ่ม La-Sr-Cu-O และ Y-Ba-Cu-O ซึ่งมีอุณหภูมิวิกฤตประมาณ 40 และ 90   
เคลวิน ตามล าดบั 
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ภาพประกอบ 15 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างค่าคงตวัคู่ควบและอณุหภูมิวิฤตที่ค านวณดว้ย
สมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส 

 

4.1.2 ผลการศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบี
ซีเอส 

จากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสสมการท่ี (3.1) โดยใช้สมการท่ี (3.9) 
และสมการความสัมพันธ์ตามสมการท่ี (2.30) เม่ือก าหนดให้ ( )c c DT T =  จะได้สัมประสิทธ์ิ
ไอโซโทปเป็น 

1

2
 =

 

4.2 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของ
ทฤษฎีบีซีเอสท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

4.2.1 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอ
สท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

จากสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสเม่ือก าหนดให้ค่าความหนาแน่น
สถานะ (Density of State : DOS) เป็นแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี van Hove singularity : vHs) ดงั
สมการ 
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0

tanh
21

ln
D cF

TE
d






  

 
 

   =  
 


 

ประมาณฟังก์ชัน ( )tanh 1x   เม่ือ 1x   และ ( )tanh x x  เม่ือ 1x   ค านวณ
คา่สมการอณุหภมูิวิกฤตท่ีค านวณได้จากการประมาณเป็นไปตามสมการท่ี (3.13) 

21 1
1.36 xp   ln ln ln  

2 2 2

D D F
c F

c c D

E
T E E

T T

 

 

       
= + −      

      
 

ก าหนดค่าต่าง ๆ ตามตาราง 1 ของตัวน ายวดยิ่ งในกลุ่ม  La-Sr-Cu-O และ             
Y-Ba-Cu-O ท่ีมีอณุหภมูิวิกฤตประมาณ 40 และ 90 เคลวิน ตามล าดบั 

 

 

ภาพประกอบ 16 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างค่าคงตวัคู่ควบและอณุหภูมิวิฤตด้วยสมการ
ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีของ  

ตวัน ายวดย่ิงในกลุ่ม La-Sr-Cu-O 
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ภาพประกอบ 17 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างค่าคงตวัคู่ควบและอณุหภูมิวิฤตด้วยสมการ
ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีของ  

ตวัน ายวดย่ิงในกลุ่ม Y-Ba-Cu-O 
 

สมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซี เอส มีความ
หนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี ตามสมการท่ี (3.9) โดยผลการค านวณของเกติโนและ
คณะ และผลค านวณท่ีได้จากวิธีการเชิงตวัเลข โดยได้ผลตามตาราง 7 

 
ตาราง 7 ตารางเปรียบเทียบอณุหภูมิวิกฤตที่ค านวณไดแ้ละสมการอณุหภูมิวิกฤตทีไ่ด้จาก
งานวิจยัของเกติโนและคณะ 

 

กลุ่มของ
สารประกอบ 

𝑇𝑐 
(𝐾) 

𝜔𝐷 
(𝐾) 

𝐸𝐹  
(𝐾) 

𝜆 จาก 
สมการ 
ที่ (3.7) 

𝑇𝑐 จาก 
สมการ 

ที่ (2.16) 

𝑇𝑐 จาก 
สมการ 
ที ่(3.9) 

La-Sr-Cu-O 
 400 5548 0.100 39.942 46.407 

40 500 5548 0.095 40.228 46.733 
 754 5580 0.087 39.863 46.313 

Y-Ba-Cu-O 

 300 8807 0.164 86.592 102.990 

90 400 8807 0.143 88.365 103.760 

 754 8807 0.115 90.554 105.002 
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4.2.2 ผลการศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบี
ซีเอสท่ีมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

จากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสเม่ือก าหนดให้มีความหนาแน่นสถานะ
แบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีตามสมการท่ี (3.11) โดยใช้สมการความสมัพันธ์ระหว่างอุณหภูมิวิกฤต
และสมัประสิทธ์ิไอโซโทป 

1

2

cD

c D

dT

T d





=

 

โดยก าหนดให้ ( )c c DT T =  และท าการค านวณเพ่ือหาสมัประสิทธ์ิไอโซโทปโดยใช้

สมการท่ี (3.9) ซึง่ในกรณีท่ี 
2

D

cT


→  จะได้สมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปเป็น 

ln
1

2
ln 1.78

2

F

D

F

c

E

E

T




  
  

  =
  

−  
     

ในกรณีท่ีใช้การประมาณเชิงตัวเลข เม่ือ 1 4
2

D

cT


   จะได้การประมาณตาม

สมการ 

( ) ( )
22

2

0

ln 1.003 0.104 0.015
2 2

D

cT

D D

c c

y y dy
T T



    
 − + −   

   
 sech

 

สมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมี

ความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี ภายใต้เง่ือนไข 1 4
2

D

cT


   

2

ln tanh
21

2
ln tanh 1.003 0.104 0.015

2 2 2 2

F D

D c

F D D D

c c c c

E

T

E

T T T T






  

   
   
    =  

        + − +                  
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ใช้ข้อมลูตามตาราง 1 ผลท่ีได้แสดงดงัภาพประกอบ 18 และ 19 

 

ภาพประกอบ 18 กราฟแสดงความสมัพนัธ์อณุหภูมิวิกฤตกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทปดว้ยสมการ
ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีของตวัน า

ยวดย่ิงในกลุ่ม La-Sr-Cu-O 
 

4.3 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของ
ทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะคงตัว 

4.3.1 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอส
โดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมที่มีความหนาแน่นสถานะคงตัว 

จากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้ความสมัพนัธ์ระหว่างช่องว่าง
พลงังานตวัน ายวดยิ่งและช่องว่างพลงังานเทียมตามสมการท่ี (2.25) สมการช่องว่างพลงังานจะ
สามารถเขียนได้ตามสมการท่ี (3.21) 

*

*

2 2

2 20

tanh tanh2 21 D

T

pg

c

pg

T
c

E

T T
d d

E






 
 

 +
  
  

   = +
+

 
 

ค านวณเพ่ือหาสมการอณุหภมูิวิกฤตโดยพิจารณาในกรณีท่ี    cpgE T จะได้ 
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   
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        

 = − +              + +  
   

      

 

เม่ือ ( ) ( )
*

2*
2

1

2

, ln sech
2 2

D

c

c

T

D

c c T

T

T
I y y dy

T T



 
 

 
  

ใช้ความสัมพันธ์ตามสมการท่ี (3.27) แทนลงในสมการท่ี (3.26) เพ่ือค านวณค่า
ความสมัพนัธ์ระหว่างอณุหภูมิวิกฤตและคา่คงตวัคูค่วบ (Coupling Constant) และก าหนดค่าตวั

แปรโดย A1=1800 ในกรณีท่ีมีความสัมพันธ์แบบแปรผกผัน * 1

c

A
T

T
=  และ A2 = -0.098 , B = 

1.715 และ C = 120.987  ในกรณีท่ีมีความสัมพันธ์แบบโพลิโนเมียล * 2

2 c cT A T BT C= + +  
ได้ผลดงันี ้

 

 
ภาพประกอบ 19 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างค่าคงตวัคู่ควบและอณุหภูมิวิฤตด้วยสมการ
ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลงังานเทียมและความหนาแน่น

สถานะคงตวั 
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4.3.2 ผลการศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบี
ซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะคงตัว 

จากสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงาน
เทียมและมีความหนาแน่นสถานะคงตวัตามสมการท่ี 3.21 โดยก าหนดให้ ( )* *

DT T =  และ 

( )c c DT T =  จะสามารถเขียนได้เป็น 

*

*

2 2

0

2 20

0

tanh tanh
2 2

0
DT c

c

T
D D

E

T Td d
d d

d dE



 

 
  

 +   
  

   + =
+

   

ในกรณีท่ีมีความสมัพนัธ์แบบโพลิโนเมียลก าลงัสองท่ีได้จากการทดลองตวัน ายวดยิ่ง
กลุม่ La-Sr-Cu-O ได้สมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปเป็น 

( )

*

*

1 **2 2

tanh
2
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21 1

2 2     tanh tanh
2 2

pg

D

c

CP

c D
c c

c c c
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T
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T AT B

T T T TT E







 
 
 

=
   
   

       + − + −       +         
  

 

และในกรณีท่ีความสมัพนัธ์ระหว่าง *T  และ cT  มีความสมัพนัธ์แบบแปรผกผนั จะ
ได้สมการสมัประสิทธ์ิไอโทป 

*

*

2

**2 2

1
tanh

2 2

tanh
21

    tanh tanh
2 2

D

c
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c D

c c cpg

T

T

TA T

T T T TT E







 
 
 

=
  
  

     − + −    +    
  
 

 

ภาพประกอบ 21 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอุณหภูมิ วิกฤตและสัมประสิทธ์ิ
ไอโซโทปเทียบกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากทฤษฎีบีซีเอส 
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ภาพประกอบ 20 กราฟแสดงความสมัพนัธ์อณุหภูมิวิกฤตกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทปดว้ยสมการ
ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสทีมี่ความหนาแน่นสถานะแบบคงตวัและมีช่องว่างพลงังาน

เทียมเทียบกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทปทีไ่ดจ้ากทฤษฎีบีซีเอส 
 

4.4 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของ
ทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบ
แวนโฮปซิงกูลาร์ริตี 

4.4.1 ผลการศึกษาอุณหภูมิวิกฤตด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบีซีเอส
โดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกู
ลาร์ริตี 

จากสมการช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสเม่ือพิจารณาความหนาแน่นสถานะ
แบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี สมการท่ี (2.12) และใช้แบบจ าลองช่องว่างพลงังานเทียมตามสมการท่ี 
(2.25) จะได้สมการชอ่งวา่งพลงังานใหมเ่ป็น 

*

*

2 2

2 2
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      
= +   

   +
   
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พิจารณาในกรณีท่ี 
cpgE T  จะได้สมการอุณหภูมิวิกฤตท่ีเกิดจากการประมาณ

โดยใช้การประมาณเชิงตวัเลขร่วมกบัการค านวณโดยการอินทริเกรต ก าหนดให้ * 4c cT T T  จะ
ได้สมการอณุหภมูิวิกฤตเป็น 

( )
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2 2

F

pg

D F
c F

c c Dc

F

c c

pg pg

c

T T eE T
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

  − − −                
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


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

 



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

 
 
 
 
 
 
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

 

ใช้ความสัมพันธ์ตามสมการท่ี (3.27) แทนลงในสมการ เพ่ือค านวณค่าอุณหภูมิ
วิกฤต โดยความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิวิกฤตและคา่คงตวัคูค่วบ (Coupling Constant) 

 

 
ภาพประกอบ 21 กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างค่าคงตวัคู่ควบและอณุหภูมิวิฤตด้วยสมการ

ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสที่มีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีและมีช่องว่าง
พลงังานเทียม 
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4.4.2 ผลการศึกษาสัมประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการช่องว่างพลังงานของทฤษฎีบี
ซีเอสโดยใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮป
ซิงกูลาร์ริตี 

พิจารณาสมการท่ี (3.29) ซึ่งเป็นสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้
แบบจ าลองชอ่งวา่งพลงังานเทียม เม่ือมีความหนาแนน่สถานะคงตวัซึง่เขียนได้ 
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โดยหาอนุพัน ธ์ เทียบกับ  D  ทั ง้สมการ เม่ือก าหนดให้  ( )* *

DT T =  และ 

( )c c DT T =  และสมัประสิทธ์ิไอโซโทปหาได้จากสมการท่ี ( 2.31) เม่ือ  pgE T  ความสมัพนัธ์
ระหวา่ง *T  และ cT  ในกรณีท่ีมีความสมัพนัธ์แบบแปรผกผนั 
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และในกรณีท่ีมีความสมัพนัธ์แบบโพลิโนเมียลก าลงัสอง 
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เม่ือ  
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ใช้ข้อมูลตามตารางท่ี 1 ในการก าหนดค่าตวัแปรเพ่ือค านวณสัมประสิทธ์ิไอโซโทป
โดยใช้ความสมัพนัธ์ทัง้สองแบบได้ผลดงันี ้

 

ภาพประกอบ 22 กราฟแสดงความสมัพนัธ์อณุหภูมิวิกฤตกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทปด้วยสมการ
ช่องว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอสทีมี่ความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีและมีช่องว่าง

พลงังานเทียมเทียบกบัสมัประสิทธ์ิไอโซโทปทีไ่ดจ้ากทฤษฎีบีซีเอส 
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บทที่ 5 
สรุป อภปิรายและข้อเสนอแนะ 

 
การวจิยัในหวัข้ออิทธิพลของชอ่งว่างพลงังานเทียมท่ีมีตอ่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปของตวัน า

ยวดยิ่งแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตี มีจุดมุ่งหมายคือเพ่ือค านวณสมการอุณหภูมิวิกฤตและ
สัมประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีได้จากสมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยมีความหนาแน่น
สถานะแบบแวนโฮปซิงกูลาร์ริตีและมีช่องว่างพลังงานเทียม และเพ่ือศึกษาผลของช่องว่าง
พลงังานเทียมท่ีมีต่ออุณหภูมิวิกฤตและสมัประสิทธ์ิไอโซโทป โดยสมการท่ีค านวณได้แสดงไว้ใน
บทท่ี 3 และผลการค านวณแสดงไว้ในบทท่ี 4 

5.1 สรุปผลการวิจัย 
จากผลการค านวณสมการอณุหภูมิวิกฤตท่ีได้จากสมการชอ่งว่างพลงังานตามทฤษฎีบีซี

เอสโดยใช้แบบจ าลองช่องวา่งพลงังานเทียมและมีความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกลูาร์ริตี  
ก าหนดให้ 𝐸𝑔 ≫ 𝑇𝑐 พบว่าค่าคงตวัคู่ควบและอณุหภูมิวิกฤตมีแนวโน้มท่ีสอดคล้องกนัคือเม่ือค่า
คงตวัคูค่วบเพิ่มขึน้คา่อณุหภมูิวิกฤตจะเพิ่มขึน้ด้วย โดยการก าหนดให้คา่ความถ่ีเดอบายมีคา่ 400 
เคลวิน และค่าช่องว่างพลังงานเทียมเป็น 12, 22 และ 32 เคลวิน จะได้ค่าคงตัวคู่ควบมีค่าอยู่
ระหวา่ง 0.048-0.100 

ผลการค านวณสมการสมัประสิทธ์ิไอโซโทปจะได้สองสมการคือ สมการท่ีได้จากการแทน
ความสัมพันธ์ระหว่าง 𝑇∗ และ 𝑇𝑐 เป็นแบบแปรผกผัน และแบบโพลิโนเมียลก าลังสอง โดย
ก าหนดให้ค่า 𝐸𝐹 มีค่า 5548 เคลวิน คา่ความถ่ีเดอร์บายเป็น 400 เคลวิน และคา่ช่องว่างพลงังาน
เทียมเป็น 12 , 22 และ 32 เคลวิน จะพบวา่ในชว่งท่ีอณุหภูมิวิกฤตต ่า คา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปจะมี
ค่าลดลงอย่างรวดเร็วโดยมีค่าต ่ากว่า 0.5 ซึ่งเป็นค่าท่ีค านวณได้จากทฤษฎีบีซีเอส และเม่ือ
เปรียบเทียบคา่ท่ีได้กบัการทดลอง คา่ท่ีได้มีความสอดคล้องกนั และในช่วงของคา่ชอ่งวา่งพลงังาน
เทียมท่ีมากจะพบวา่คา่สมัประสิทธ์ิไอโซโทปกลบัไมส่อดคล้องกบัผลการทดลอง 

5.2 อภปิรายผลการวิจัย 
ค่าคงตวัคู่ควบเป็นค่าคงตวัท่ีแสดงถึงอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนทัง้สองตวัท่ีจบักัน

เป็นคู่คูเปอร์ เกิดจากพลังงานศักย์ของอันตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอน (Mourachkine.  2004: 
146-147) ดงันัน้จึงส่งผลต่ออุณหภูมิวิกฤต  สอดคล้องกับผลการวิจัยท่ีเกิดขึน้คือเม่ือค่าคงตวัคู่
ควบมีค่ามากขึน้ ค่าอุณหภูมิวิกฤตจะมีค่ามากขึน้ตามไปด้วย และเม่ือพิจารณาผลของช่องว่าง
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พลงังานเทียม จากแบบจ าลองช่องว่างพลงังานเทียม (Chanpoom.  2015: 1) ภาวะการแข่งกัน
ระหว่างช่องว่างพลงังานในสถานะตวัน ายวดยิ่งและช่องว่างพลงังานเทียมซึ่งส่งผลตอ่ค่าช่องว่าง
พลงังานรวม ดงันัน้คา่ช่องวา่งพลงังานเทียมท่ีเพิ่มขึน้จึงส่งผลตอ่คา่อณุหภมูิวิกฤต นอกจากนีเ้ม่ือ
เปรียบเทียบค่าคงตัวคู่ควบท่ีค านวณได้เทียบกับงานวิจัยของเกติ โนและคณะ (Getino;de 
Llano;&Rubio.  1993) จะพบวา่มีคา่ใกล้เคียงกนัคือ 0.100 ท่ีอณุหภมูิวิกฤตเป็น 40 เคลวิน 

เม่ือพิจารณาสมัประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีค านวณได้เปรียบเทียบกบัผลการทดลองของบาบชูคิ
นาและคณะ (Babushkina; et al.  1996) พบว่ามีความสอดคล้องกนั โดยผลการค านวณแสดงให้
เห็นว่าเม่ือเปรียบเทียบสัมประสิทธ์ิไอโซโทประหว่างตวัน ายวดย่ิงอุณหภูมิสูงท่ีมีอุณหภูมิวิกฤต
แตกต่างกัน ท่ีอุณหภูมิวิกฤตมากกว่าจะมีแนวโน้มของสัมประสิทธ์ิไอโซโทปท่ีต ่าลง โดยค่าอยู่
ระหว่าง 0.1-1.3 ใช้ตวัน ายวดยิ่งในกลุ่ม La-Sr-Cu-O นอกจากนีใ้นสารท่ีมีการโดปแตกต่างกัน 
เม่ือมีการโดปเพิ่มขึน้ส่งผลต่ออณุหภูมิวิกฤตและพบช่องว่างพลงังานเทียมในช่วงดงักล่าวจนถึง
การโดปท่ีเหมาะสม ดงันัน้ชอ่งวา่งพลงังานเทียมจงึสง่ผลตอ่สมัประสิทธ์ิไอโซโทป 

5.3 ข้อเสนอแนะ 
เน่ืองจากการค านวณสมการอุณหภูมิวิกฤตและสัมประสิทธ์ิไอโซโทปเป็นการค านวณ

โดยใช้สมการช่องว่างพลังงานตามทฤษฎีบีซีเอสโดยใช้ความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปซิงกู
ลาร์ริตีและใช้แบบจ าลองช่องว่างพลังงานเทียม ดงันัน้การค านวณจึงเป็นตวัน ายวดยิ่งแบบ s-
wave แต่ส าหรับตัวน ายวดยิ่งอุณหภูมิสูงในกลุ่ม La-Sr-Cu-O เป็นตัวน ายวดยิ่งแบบ D-wave 
ผู้วิจยัจงึเสนอให้มีการค านวณโดยใช้เป็นตวัน ายวดยิ่งแบบ D-wave ในการค านวณ 
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