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งานวิจยันีไ้ด้ศกึษาลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมั (quantum speed limit time) 

ภายใต้การประมาณบอร์น-มาร์คอฟ (Born-Markov approximation) ของการวิวัฒน์ก่อนเข้าสู่
สมดลุความร้อนของระบบหนึ่งคิวบิตและระบบคู่คิวบิต โดยส าหรับระบบคู่คิวบิตนัน้คิวบิตแต่ละ
ตวัซึ่งมีอนัตรกิริยาตอ่กนัจะสมัผสักับอ่างความร้อนท่ีอณุหภูมิเดียวกัน  ในระบบหนึ่งคิวบิต พบว่า
กระบวนการวิวฒัน์จะประกอบด้วยลกัษณะท่ีมีและไม่มียอดวกกลับ พร้อมทัง้แสดงเง่ือนไขจ าเป็น
และเพียงพอส าหรับการมีอยู่ของยอดวกกลบัซึ่งมีเพียงยอดเดียวในรูปของสถานะเร่ิมต้น  ส่วนใน
ระบบคู่คิวบิตกระบวนการวิวฒัน์ส าหรับสถานะเร่ิมต้นเฉพาะสถานะเร่ิมต้นเฉพาะสถานะหนึ่งจะ
เกิดการเพิ่มอัตราเร็วและลดอัตราเร็วสองครัง้ก่อนเข้าสู่สมดุลความร้อน พฤติกรรมนี  ้เรียกว่า 
พฤติกรรมยอดวกกลับคู่  (double cusp behavior) ซึ่งถือเป็นพฤติกรรมแปลกประหลาดใน
กระบวนการวิวฒัน์ส าหรับการควบคู่แบบอ่อนในระบอบมาร์คอฟ  (Markovian regime) ส าหรับ
สถานะเร่ิมต้นบริสุทธ์ิท่ีเป็นสถานะไอเกนของพลังงาน ได้ท าการศึกษาแบ่งแยกประเภทของ
กระบวนการวิวฒัน์พร้อมทัง้ได้น าเสนอแผนภาพแสดงเง่ือนไข  ส าหรับพฤติกรรมยอดวกกลบัคู่ใน
เทอมของอณุหภมูิ อนัตรกิริยา และ ความถ่ีของควิบติ 
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The quantum speed limit time (QSLT) of quantum evolution was investigated 

before thermal equilibrium for a system of one qubit and as well as a system of two 
coupled qubits, each of which was coupled to a separate thermal bath at the same 
temperature and within the Born-Markov approximation. For the system of one 
qubit, evolution may contain a single cusp according to necessary and sufficient 
condition for its existence in terms of the initial state. For two coupled qubits, the 
process of evolution for one particular initial state can change between speeding up and 
speeding down two times before reaching equilibrium, which is known as double cusp 
behaviour. This behavior is an anomalous phenomenon in evolution processes in the 
weak-coupling Markovian regime. QLST was analyzed for all pure initial energy 
eigenstates and they were categorized. In addition, the conditions for double cusp 
behavior were also displayed in terms of temperature, qubit interaction and frequency. 

 
Keyword : Quantum speed limit time (QSLT), Born-Markov approximation, Quantum 
speed up and speed down processes, Thermal qubits, Double cusp behavior, 
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บทที่ 1 
บทน า 

 

ภูมิหลัง 
ลิมิตอัตราเร็วเชิงควอนตมั (quantum speed limit) ซึ่งอธิบายอตัราเร็วมากสุดของการ

วิวฒัน์ระหว่างสองสถานะท่ีแตกตา่งกนัเป็นเร่ืองส าคญัในหลากหลายแขนงในปัจจุบนั ได้แก่ การ
ส่ือสารเชิงควอนตัม  (quantum communication) (Bekenstein, 1981)และ การค านวณ เชิ ง
ควอนตัม (quantum computation) (Nielsen & Chuang, 2002) ลิมิตอัตราเร็วเชิงควอนตัมยัง
เป็นตวัก าหนดลิมิตความสามารถในการค านวณของอปุกรณ์ตา่งๆ (Lloyd, 2000) รวมไปถึง การ
ควบคุมเชิงควอนตัม  (quantum control) (Caneva et al., 2009) และการสลายของระบบ
ค ว อ น ตั ม ไม่ มั่ น ค ง  (decay of unstable quantum systems) (Chenu, Beau, Cao, & del 
Campo, 2017) การพิจารณาลิมิตอัตราเร็วเชิงควอนตัมสามารถเทียบเคียงได้กับการพิจารณา
เวลาน้อยท่ีสุดในการวิวัฒน์ ซึ่งเรียกว่า ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตัม (quantum speed 
limit time) ระหว่างสองสถานะควอนตัม (quantum state) ท่ีก าหนด ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิง
ควอนตมัระหว่างสองสถานะบริสุทธ์ิท่ีตัง้ฉากกัน (orthogonal pure state) ในพลศาสตร์ยูนิแทรี 
(unitary dynamics) ได้เผยแพร่ครัง้แรกโดย มานเดลล์สแตม (Mandelstam) และ ทามม์ (Tamm) 
เรียกว่า ขอบเขต เอ็ม . ที. (MT bound) (Mandelstam & Tamm, 1991) ในเวลาถัดมาได้มีอีก
ขอบเขตหนึ่งท่ีน าเสนอโดย มาร์โกลัส (Margolus) และ เลวิติน (Levitin) เรียกว่า ขอบเขต เอ็ม. 
แอล. (ML bound) (Margolus & Levitin, 1998) ทฤษฎีเหล่านีไ้ด้รับการพฒันาให้กว้างขวางขึน้ซึ่ง
พิจารณาการวิวฒัน์ระหว่างสองสถานะใดๆ ท่ีไม่จ าเป็นต้องตัง้ฉากกนัและยงัขยายไปสู่กรณีของ
ระบบเปิดและสถานะผสมอีกด้วย (Anandan & Aharonov, 1990; Uhlmann, 1992) 

ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตมัส าหรับระบบเปิดได้รับความสนใจมากขึน้และได้มี
การตีพิมพ์เผยแพร่ผลงานท่ีมีคณุภาพจ านวนหนึ่งในไม่ก่ีปีท่ีผ่านมานี ้(Del Campo, Egusquiza, 
Plenio, & Huelga, 2013) เม่ือเร็วๆ นี ้ได้มีงานวิจยัท่ีท าการวิเคราะห์ผลของสิ่งแวดล้อมท่ีมีผลต่อ
สิมิตอตัราเร็วเชิงควอนตมัส าหรับระบบเปิดอาธิ (Deffner & Lutz, 2013; Z.Y. Xu, 2014; Zhang, 
Han, Xia, Cao, & Fan, 2015) ซึ่งพบว่า ความไม่เป็นมาร์คอฟ (non-Markovianity) สามารถเพิ่ม
อัตราเร็วในการวิวัฒน์ของระบบควอนตัมได้ แต่ ก็มีงานวิจัยท่ีแสดงว่า ความเป็นมาร์คอฟ 
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(Markovianity) ก็สามารถเพิ่มอัตราเร็วในการวิวัฒน์ได้เช่นกัน (Mirkin, Toscano, & Wisniacki, 
2016) 

ในงานวิจัยนี ้จะท าการศึกษาลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตมัโดยใช้ความบริสุทธ์ิ
สัมพัทธ์ (relative purity) (Audenaert, 2012) เป็นตัววัดระยะทาง (Zhang, Han, Xia, Cao, & 
Fan, 2014) ภายใต้การประมาณ บอร์น-มาร์คอฟ (Born-Markov approximation) ในงานวิจยัจะ
ท าการวิเคราะห์กระบวนการวิวฒัน์ซึ่งรวมถึงการเพิ่มและลดอตัราเร็วเชิงควอนตมัท่ีสอดคล้องกับ
สถานะเร่ิมต้นท่ีก าหนดขึน้ของระบบคู่คิวบิตท่ีมีอนัตรกิริยาต่อกันโดยแต่ละคิวบิตสัมผสักับอ่าง
ความร้อนท่ีอณุหภูมิจ ากดั งานวิจยันีไ้ด้อธิบายและจ าแนกการวิวฒัน์ของระบบควอนตมัดงักล่าว
ก่อนเข้าสู่สมดลุความร้อนในรูปแบบของการเพิ่มและลดของอตัราเร็วเชิงควอนตมัผ่านหลกัการ
ของลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมั ในการวิเคราะห์นีมี้พารามิเตอร์ท่ีสามารถควบคมุได้ อาธิ 
อณุหภมูิ อนัตรกิริยาระหวา่งคูค่วิบติ และความตา่งของระดบัพลงังานของควิบติแตล่ะตวั  
 

ความมุ่งหมายของงานวิจัย 
ในการวิจยัครัง้นีผู้้วิจยัได้ตัง้ความมุง่หมายไว้ดงันี ้

1. ศึกษาการวิวฒัน์ของระบบควอนตมัท่ีประกอบด้วยสองคิวบิตท่ีมีอันตรกิริยาต่อ
กันโดยแต่ละคิวบิตสัมผัสกับอ่างความร้อนผ่านปริมาณ ท่ีเรียกว่า ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิง
ควอนตมัในแตล่ะขณะท่ีระบบวิวฒัน์ไป ตัง้แตส่ถานะเร่ิมต้นจนระบบลูเ่ข้าสูส่ถานะเชิงความร้อน 

2. ศกึษาการมีอยูข่องยอดวกกลบัทัง้ในระบบควอนตมัท่ีประกอบด้วยหนึ่งคิวบิตและ
สองควิบติท่ีมีอนัตรกิริยาตอ่กนั โดยแตล่ะคิวบิตสมัผสักบัอ่างความร้อน พร้อมทัง้วิเคราะห์การเกิด
กระบวนการเพิ่มและลดของอตัราเร็วเชิงควอนตมัด้วย 

3. ศึกษาตัวแปรต่างๆท่ีมีผลต่อกระบวนการวิวัฒน์ส าหรับสถานะเร่ิมต้นต่างๆ ท่ี
ก าหนดขึน้ 
 

ความส าคัญของการวิจัย 
การวิจัยนีผู้้ วิจัยได้ศึกษาการวิวัฒน์ของระบบควอนตัมท่ีได้รับอิทธิพลจากอุณหภูมิ

ภายนอกซึ่งเป็นสิ่งท่ีหลีกเล่ียงได้ยากในทางปฏิบตัิ เพ่ือให้เข้าใจผลของอณุหภูมิท่ีมีตอ่การวิวฒัน์
ของระบบควอนตมัซึ่งอาจเป็นประโยชน์ในการควบคมุการวิวฒัน์ของระบบควอนตมั ส าหรับการ
ประยกุต์ใช้ในอปุกรณ์เชิงควอนตมัในอนาคต 
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ขอบเขตของการวิจัย 
ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตมัในงานวิจัยนี ้ ได้มาโดยอาศยัตวัด าเนินการความ

หนาแน่นลดรูปซึ่งเป็นผลเฉลยของสมการมาสเตอร์ในรูปแบบลินด์บลดั (Lindblad form)  ภายใต้
การประมาณ  บอร์น-มาร์คอฟ (Born - Markov approximation) และการประมาณคล่ืนการหมุน 
(rotating - wave approximation) 
 

นิยามศัพท์เฉพาะ 
1. ลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมั (quantum speed limit time) คือ เวลาอย่างน้อย

ท่ีระบบควอนตมัใช้ในการวิวฒัน์จากสถานะเร่ิมต้นไปสูส่ถานะเปา้หมาย 
2. คูค่วิบติ (coupled qubit) คือ ระบบสองควิบติท่ีมีอนัตรกิริยาระหวา่งกนั 
3. ควิบติเชิงความร้อน (thermal qubit) คือ ควิบติท่ีสมัผสักบัอา่งความร้อน 
4. ตวัด าเนินการความหนาแน่นลดรูป (reduced density operator) คือ ตวัด าเนินการ

ความหนาแน่นของระบบควอนตัมท่ีบรรจุอิทธิพลของสิ่ งแวดล้อม(อ่างความร้อน )โดยผ่าน
กระบวนการเทรซองศาเสรีของสิ่งแวดล้อม 

5. สมการมาสเตอร์ (master equation) ในงานวิจยันี ้คือ สมการท่ีใช้อธิบายพลศาสตร์
ของความหนาแนน่ลดรูปของระบบควอนตมัแบบเปิด 

6. การประมาณบอร์น (Born approximation) คือ การประมาณท่ีประมาณว่าสถานะ
ของระบบท่ีใหญ่กวา่มากๆ จะไม่มีการเปล่ียนแปลง เม่ือมีอนัตรกิริยาอยา่งอ่อนกบัอีกระบบหนึง่ซึ่ง
เล็กกวา่มาก 

7. การประมาณ ของม า ร์คอฟ  (Markov approximation) คื อ  การป ระมาณ ใน
กระบวนการสโตแคสติก (stochastic process) โดยสมมุติว่า ตัวแปรสุ่มท่ีพารามิเตอร์หนึ่งจะ
ได้รับอิทธิพลจากพารามิเตอร์ก่อนหน้าเทา่นัน้ 

8. การประมาณคล่ืนการหมุน (rotating wave approximation) ในงานวิจัยนี ้คือ การ
ประมาณท่ีเก็บเฉพาะเทอมท่ีมีคา่ความตา่งของพลงังานของระบบเทา่กนัเทา่นัน้  
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บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 

ในบทนี ้ผู้ วิจัยได้ศึกษาเอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้อง และได้เรียบเรียงตามห้วข้อ
ตอ่ไปนี ้

1. ตวัด าเนินการความหนาแนน่ (density operator) ในกลศาสตร์ควอนตมั 
2. สถานะเชิงความร้อน (thermal state) ของคูค่วิบติ 
3. สมการมาสเตอร์เชิงควอนตัมแบบมาร์คอฟ (Markovian quantum master  

                        equation) 
4. ความบริสุทธ์ิสัมพัทธ์ (relative purity) และลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตัม  

                        (quantum speed limit time) 
 

1. ตัวด าเนินการความหนาแน่นในกลศาสตร์ควอนตัม 
กลศาสตร์ควอนตมัทัง้แบบระบบปิดและระบบเปิด อธิบายได้โดยอาศยัตวัด าเนินการ

ความหนาแน่น โดยเม่ือต้องการข้อมูลของระบบควอนตมั เช่น คา่เฉล่ีย (expectation value) ของ
ตัวด าเนินการเฮอร์มิเทียน A  สามารถหาได้จาก ( )A Tr A=  เป็นต้น ตัวด าเนินการความ
หนาแน่น (density operator) (Sakurai & Commins, 1995) นิยามในรูปผลรวมของผลคูณ
ภายนอก (outer product) ของสถานะเวกเตอร์ (state vector) ได้เป็น 

                               ( ) ( )i i

i

i I

p  


= ,                                                      (2.1) 

เม่ือ 0ip   และ 1i

i I

p


=  เม่ือ I  เป็นเซตนับได้ (countable set) ip  สามารถตีความได้เป็น

ความน่าจะเป็นท่ีจะพบสถานะ ( )i  ในเซตสมบูรณ์ (complete set)  ( )i

i I



 ซึ่งเป็นฐาน

หลกั (basis) ในปริภมูิฮิลเบร์ิต (Hilbert space) 
สถานะบริสุทธ์ิ (pure state) คือสถานะ   ซึ่ง  1ip =   ส าหรับบาง i  ในกรณีนี ้สมการ

ท่ี (2.1) เขียนได้เป็น 
                                  ( ) ( )i i  =  ,                                                          (2.2) 

และสถานะท่ีไมใ่ชส่ถานะบริสทุธ์ิ  เรียกวา่ สถานะผสม (mixed state)   
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1.1. สมบัตขิองตัวด าเนินการความหนาแน่น 
1.   เป็นเฮอร์มิเชียน : 
                             † = .                                                                  (2.3) 
2.    เป็นปกต ิ(normalized) : 
                             ( ) 1Tr  = .                                                                     (2.4) 
3.   เป็นบวก (ทกุคา่ไอเกน (eigenvalues) ของ   ไมเ่ป็นลบ) : 
                                    0  .                                                      (2.5) 
4.    เป็นสถานะบริสทุธ์ิก็ตอ่เม่ือ    เป็นตวัด าเนินการการฉาย (projection  
     operator) 
                                   2 = .                                                                (2.6) 

หมายเหต ุ: โดยทัว่ไป 2( ) 1Tr    เม่ือเคร่ืองหมายเทา่กบัคือ กรณีของสถานะบริสทุธ์ิ 
 

1.2. ผลคูณเทนเซอร์  
พจิารณาระบบควอนตมัซ่ีงประกอบด้วยระบบย่อยตัง้แตส่องระบบขึน้ไป โดยในท่ีนี ้

จะขอพิจารณาเพียงสองระบบย่อยก่อนซึ่งอธิบายโดยปริภูมิฮิลเบิร์ต (1)H  และ (2)H ตามล าดบั 
ในทางคณิตศาสตร์ปริภมูิฮิลเบิร์ตของระบบควอนตมัประกอบ (composite quantum system) ซึ่ง
ประกอบด้วยสองระบบย่อยดังกล่าวสามารถเขียนได้ในรูปผลคูณเทนเซอร์  (เขียนแทนด้วย
สญัลกัษณ์   ) ของ (1)H  และ (2)H  เป็น (Cohen-Tannoudji, Diu, & Laloë, 2013) 

                         (1) (2)H H H=  .                                                        (2.7) 
ทกุๆเวกเตอร์   ในปริภมูิฮิลเบร์ิต   H  สามารถเขียนเป็นผลรวมเชิง

เส้นของฐานหลัก (1) (2)

i jx y  เม่ือ  (1)

ix  และ  (2)

jy  เป็นฐานหลัก ส าหรับ (1)H และ 
(2)H ตามล าดบั นัน่คือ 

                           (1) (2)

,

ij i j

i j

c x y =  .                                              (2.8) 

หมายเหต ุ: ในทางฟิสิกส์ นิยมใช้สญัลกัษณ์ยอ่ของ x y  เป็น x y , ,x y  หรือ  xy  
ผลคูณเทนเซอร์ระหว่างสองเวกเตอร์ของแต่ละระบบย่อยนิยามได้ตามสมบัติ

ดงัตอ่ไปนี ้
1. ให้ c  เป็นสเกลาร์ (จ านวนเชิงซ้อน) ใดๆ ก าหนดให้ x  เป็นเวกเตอร์ใน (1)H  และ 

y  เป็นเวกเตอร์ใน (2)H   
            ( ) ( ) ( )c x y c x y x c y =  =  .                                (2.9) 
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2. ให้ 1x , 2x  เป็นเวกเตอร์ใน (1)H  และ y   เป็นเวกเตอร์ใน (2)H   
              ( )1 2 1 2x x y x y x y+  =  +  .                               (2.10) 
3. ให้ x  เป็นเวกเตอร์ใน (1)H  และ 1y , 2y  เป็นเวกเตอร์ใน (2)H   
              ( )1 2 1 2x y y x y x y  =  +  .                              (2.11) 
พิจารณาตวัด าเนินการเชิงเส้น A  และ B  ซึ่งกระท าบน (1)H  และ (2)H  ตามล าดบั 

ให้ x  และ y  เป็นเวกเตอร์ใน (1)H  และ (2)H  ผลคูณเทนเซอร์ระหว่าง A   และ B  นิยาม
โดย 

              ( )( )A B x y A x B y  =  ,                                          (2.12) 
เม่ื อ ให้  (2)1B =  เป็นตัวด า เนิ นการเอกลักษณ์  (identity operator) ใน  (2)H  

( )(2)1 :A A  =    ส าหรับทุกๆ  ใน H  ในท านองเดียวกันเม่ือให้ (1)1A =  เป็นตัว
ด าเนินการเอกลกัษณ์ใน (1)H  ( )(1)1 :B B  =   

ใ ห้  ( ) ( ) ( )1 1 1

1 2, H    แ ล ะ  ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2, H    ผ ล คู ณ ภ า ย ใ น ข อ ง 

ผ ล คู ณ เ ท น เ ซ อ ร์ ร ะ ห ว่ า ง  ( )2(1)

1 1   แ ล ะ  ( ) ( )1 2

2 2   นิ ย า ม เ ป็ น 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 2(2)

1 1 2 2 1 2 1 2:       =   ดงันัน้ส าหรับฐานหลกัตัง้ฉาก  (1) (2)

i jx y  จะได้ 

           (1) (2) (1) (2) (1) (1) (2) (2)

' ' ' 'i j i j i i j j ii jjx y x y x x y y  = =                         (2.13) 
เม่ือพิจารณาตวัแทนเมทริกซ์ (matrix representation) ของตวัด าเนินการเชิงเส้น ผล

คูณเทนเซอร์ของตัวด าเนินการสามารถพิจารณาได้จาก ผลคูณโครเนกเกอร์ (Kronecker 
product) 

ก าหนดให้ตวัด าเนินการ A  เป็นเมทริกซ์ n n   ใน (1)H  และตวัด าเนินการ B  เป็น
เมทริกซ์ p p   ใน (2)H   

11 1 11 1

1 1

n p

n nn p pp

a a b b

A B

a a b b

  
  

 =   
   
   

 

          
11 1

1

:

n

n nn

a B a B

a B a B

 
 

=  
 
 

    ;   
11 1

1

p

p pp

b b

B

b b

 
 

=  
 
 

.                          (2.14) 
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2. สถานะเชิงความร้อนของคู่คิวบิต 
ระบบควอนตัมในงานวิจัยนี ้เป็นระบบของคู่คิวบิตท่ีมีอันตรกิริยาระหว่างกัน โดยตัว

ด าเนินการแฮมิลโตเนียนสามารถเขียนได้ดงันี ้

      ( )
1 1

2 2

A B A B A B

A Z B ZH g       − + + −= + +  +  ,                         (2.15) 

เม่ือ 1

2

A

A Z    เป็นพลงังานของควิบติ A , 

       1

2

B

B Z    เป็นพลงังานของควิบติ B ,  

และ ( )A B A Bg    − + + − +   เป็นอนัตรกิริยาระหวา่งควิบติ A  และควิบติ B   

เม่ือแทน  1 0

0 1
Z

 
=  

− 
, 0 1

0 0
 +

 
=  
 

, 0 0

1 0
 −

 
=  
 

 ลงในสมการท่ี  (2.15)  จะสามารถ

เขียนในรูปเมทริกซ์ได้เป็น  

   

( )

( )

0 0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0 0
2

A B

A B

g

H

g

 





 

 
+ 

 
 
 

=  
 −
 
 
 − + 
 

   ; 
A B  = − .          (2.16) 

ค่าไอเกนและเวกเตอร์ไอเกนของแฮมิลโตเนียนในสมการข้างต้นสามารถหาได้โดย
พิจารณาจากสมการพหนุามแคแรกเตอร์ริสตกิ (characteristic polynomial)  คือ  

( )

( )

( )

0 0 0
2

0 0
2

det 1 0

0 0
2

0 0 0
2

A B

A B

E

E g

H E

g E

E

 





 

+ −

−

− = =

− −

− + −

,      (2.17) 

ซึง่ให้คา่ไอเกนส่ีคา่เป็น 

             ( )1
2

A BE  = +                               2 2

2 4
2

E g= +   

             2 2

3 4
2

E g= − +                           ( )4
2

A BE  = − +                (2.18) 

และเวกเตอร์ไอเกนส่ีเวกเตอร์ท่ีสอดคล้องกบัคา่ไอเกนข้างต้นตามล าดบัเป็น 
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           1

1

0

0

0

E

 
 
 =
 
 
 

   ,   2

0

sin

cos

0

E




 
 
 =
 
 
 

     ,    3

0

cos

sin

0

E




 
 
 =
 −
 
 

   ,  4

0

0

0

1

E

 
 
 =
 
 
 

            (2.19) 

เม่ือ 
2 2

cos
( ) 4

R

R g






−
=

− +
 , 

2 2

2
sin

( ) 4

g

R g



=

− +
,และ 2 24R g= + . 

เม่ือน าระบบนีม้าสัมผัสกับอ่างความร้อนท่ีอุณหภูมิ T  เป็นเวลานานพอ ตัวด าเนินการความ
หนาแนน่จะลูเ่ข้าสูส่ถานะเชิงความร้อน คือ   

                                     1 He
Z

 −= ,                                                             (2.20) 

เม่ือ 1 kT =  ( k  คือ คา่คงท่ีของโบลต์ซมนัน์)  
และ  ( ) 0HZ Tr e −=   คือ ฟังก์ชนัแบง่กัน้ (partition function)                (2.21) 

จากคา่ไอเกนและเวกเตอร์ไอเกนตามสมการท่ี (2.18) และ (2.19) ตามล าดบั สถานะเชิง
ความร้อนข้างต้นสามารถเขียนได้เป็น 

                        

4

1

1 1
iEH

i i

i

e e E E
Z Z

 −−

=

= = 
 

( )
2

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2

( )
2

0 0 0

0 sin cos ( )sin cos 01

0 ( )sin cos cos sin 0

0 0 0

A B

A B

R R R R

R R R R

e

e e e e

Z
e e e e

e

  

   

   

  

   

   

− +

− −

− −

+

 
 
 

+ − =
 

− + 
 
 
 

 

                                                                                                                       (2.22) 
 

3. สมการมาสเตอร์เชิงควอนตัมแบบมาร์คอฟ 
ระบบควอนตมัท่ีมีอิทธิพลของสิ่งแวดล้อมมารบกวนซึง่ท าให้ระบบควอนตมัมีพลศาสตร์

เกิดขึน้  สามารถพิจารณาได้จากระบบควอนตัมแบบเปิด (open quantum system) โดยระบบ
ควอนตมั S  ท่ีพิจารณาจะมีอนัตรกิริยากับสิ่งแวดล้อม B  ซึ่งในงานวิจยันีจ้ะก าหนดให้ B  เป็น
อ่างความร้อน (heat reservoir) ในการหาพลศาสตร์ของระบบควอนตมัภายใต้สิ่งแวดล้อมนี  ้จะ
ท าโดยการเทรซองศาเสรี (degree of freedom) ของสิ่งแวดล้อมออก  ท าให้ได้ตวัด าเนินการความ
หนาแน่นลดรูป (reduced density operator) ซึ่งอธิบายสถานะของระบบควอนตมั S  ท่ีรวมผล
ของการรบกวนจากสิ่งแวดล้อม B  อยูใ่นตวั (ดภูาพด้านลา่งประกอบ) 
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ภาพประกอบ 1 แสดงระบบควอนตมัแบบเปิด S  ท่ีมีอตัรากิริยากบัสิ่งแวดล้อม B  

 

เพ่ือด าเนินการหาตวัด าเนินการความหนาแน่นดังกล่าว  เราเร่ิมต้นด้วยการพิจารณา
สมการลุยวิลล์-ฟอน นอยมนัน์ (Liouville-von Neumann equation) ของระบบรวมคือ (Breuer & 
Petruccione, 2002) 

                             ( ) [ ( ), ( )]
d i

t H t t
dt
 = − ,                         (2.23) 

โดยแฮมิลโตเนียนของระบบรวมสามารถเขียนได้เป็น 
                                 ,S B IH H H H= + +                         (2.24) 

เม่ือ IH  เป็นแฮมิลโตเนียนอันตรกิริยา (interaction Hamiltonian) โดยเป็นอันตรกิริยาระหว่าง
ระบบควอนตัม S  กับอ่างความร้อน B  สมการท่ี (2.23) สามารถเขียนได้ในภาพอันตรกิริยา 
(interaction picture) เป็น 

                               ( )( ) ( )( ) ( ), ( )
II I

I

d i
t H t t

dt
  = −

 
,                                 (2.25) 

เม่ือ ( ) ( )I

IH t   คือ ภาพอนัตรกิริยาของแฮมิลโตเนียนอนัตรกิริยาโดย 
                                 ( ) ( ) ( )

( ) S B S BI i H H t i H H t

I IH t e H e
+ − +

= .                       (2.26) 
อินทิเกรตสมการท่ี (2.25) ทัง้สองข้างจะได้ 

 

System 

 

Heat Reservoir 
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                      ( ) ( )( ) ( )

0

( ) (0) ( ), ( )

t
I II I

I

i
t H s s ds   = −

  .                      (2.27) 

แทนคา่สมการท่ี (2.27) ในสมการท่ี (2.25) จะได้ 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

0

1
( ) [ ( ), (0)] [ ( ),[ ( ), ( )]]

t
I I I I II

I I I

d i
t H t H t H s s ds

dt
  = − −  .      (2.28) 

เม่ือท าการเทรซสิ่งแวดล้อมในสมการท่ี (2.28) จะได้สมการพลศาสตร์ของตวัด าเนินการ
ความหนาแนน่ลดรูป ( )

( )
I

S t  คือ 

       ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

0

1
( ) [ ( ), (0)] [ ( ),[ ( ), ( )]]

t
I I I II I

S B I B I I

d i
t Tr H t Tr H t H s s ds

dt
  = − −  .    (2.29) 

โดยทั่วไปแล้วอ่างความร้อน B จะมีขนาดใหญ่มากเม่ือเปรียบเทียบกับระบบควอนตมั S  ดงันัน้
ในขณะท่ีระบบ S  มีการเปล่ียนแปลงไปเน่ืองมาจากการแลกเปล่ียนพลงังานกบัอ่างความร้อน B   
ตัวอ่างความร้อน B  เองจึงพอประมาณได้ว่ายังคงอยู่ในสถานะเดิม ( B ) นั่นคือสามารถ
ประมาณได้วา่ 

                        ( ) ( )( ) ( )I I

S Bt t    ,                                        (2.30) 
ซึง่ท าให้สมการท่ี (2.29) เขียนใหมไ่ด้เป็น 

      ( ) ( )( ) ( )

2

0

1
( ) ( ), ( ), ( )

t
I II I

S B I I S B

d
t Tr H t H s s ds

dt
    = − 

   .                  (2.31) 

การประมาณในสมการท่ี (2.30) เรียกวา่ การประมาณของบอร์น (Born approximation)  
จากสมการท่ี (2.31) เปล่ียนตวัแปรใหมโ่ดยให้ s t s= −  จะได้  

    ( ) ( )( ) ( )

2

0

1
( ) [ ( ),[ ( ), ( ) ]]

t
I II I

S B I I S B

d
t Tr H t H t s t s ds

dt
    = − − −  ,          (2.32) 

ซึ่ง s  เป็นตัวแปรท่ีแสดงถึงเวลาความจ า (memory time) ของระบบควอนตัมท่ีสัมผัสกับอ่าง
ความร้อน ในขัน้ตอนนีห้ากท าการประมาณเพิ่มเติมซึ่งเรียกว่า การประมาณมาร์คอฟ (Markov 
approximation) ซึ่งหมายถึงการประมาณว่า อดีตท่ีส่งผลมาถึงปัจจุบนัท่ีเวลา t  มาจากท่ีเวลา 
t −   เม่ือ 0 +→  เท่านัน้ นัน่คือ ( ) ( )I

S t s −   สามารถประมาณได้เป็น  ( ) ( )I

S t  ท าให้สมการ
ข้างต้นสามารถเขียนใหมเ่ป็น 

  ( ) ( )( ) ( )

2

0

1
( ) [ ( ),[ ( ), ( ) ]]

t
I II I

S B I I S B

d
t Tr H t H t s t ds

dt
   = − −  .                  (2.33) 

โมเดลในงานวิจยันี ้เป็นระบบสองควิบิตท่ีมีอนัตรกิริยาตอ่กนัโดยแตล่ะตวัสมัผสักบัอ่างความร้อน
ท่ีอณุหภมูิตา่งกนัหรือไมต่า่งกนัก็ได้ ซึง่มีแฮมิลโตเนียนรวมของระบบเป็น 

                          
A B A BS B B I IH H H H H H= + + + + ,                       (2.34) 



  11 

เม่ือแฮมิลโตเนียนของระบบควอนตมั 

                 1 1
( )

2 2

Z Z

S A A B B A B A BH g       + − − += + +  +  ,              (2.35) 

ซึง่แฮมิลโตเนียน 
SH  อธิบายพลงังานของคูค่ิวบติ A  กบั B  ท่ีมีอนัตรกิริยาระหว่างกนัและ ,

z

A B  
, ,A B    เป็นเมทริกซ์เพาลี (Pauli matrices) และแฮมิลโตเนียนของอ่างความร้อนท่ีสมัผสัแตล่ะคิว
บติ ,j A B=  เป็น 

                †

, , ,jB k j k j k j
k

H b b= ,                                                             (2.36) 

โดยอ่างความร้อนเปรียบเสมือนเซตอนันต์ของตวักวดัแกว่งฮาร์มอนิก (infinite set of harmonic 
oscillators) และแฮมิลโตเนียนอนัตรกิริยา 

jIH  อยู่ในรูปความสมัพนัธ์ระหว่างคิวบิตแตล่ะตวักับ
อา่งความร้อนแตล่ะอา่งโดย 

            ( ) *( ) †

, ,j

j j

I j jk k j k k j
k k

H g b g b + − 
=  +  

 
           

                   ( )† ( ) †( )( ) ( )k k

j j j j

k

V f V f 


 = −  +                                   

                   ( )† ( ) †( )( ) ( )k k

j j j j

k

V f V f 


 =  +               (2.37) 

เม่ือ k  เป็นเวกเตอร์คล่ืน (wave vector) :
 

=  หมายถึง การบวกไปทุกๆ ค่าของผลตา่งของ

พลังงานของระบบท่ีเป็นไปได้และ ( )jV   และ ( )k

jf  เป็นตัวด าเนินการท่ีกระท าบนระบบ
ควอนตมัและอา่งความร้อนตามล าดบัโดย   

               ( ) ( ) ( )
n n

j n j n

E E

V E E





  −

 − =

=                             (2.38) 

                           
n n

n n j n n

E E

E E E E


 −

 − =

 =    

และ                    † ( ) ( ) ( )
n n

j n j n

E E

V E E





  +

 − =

− =                             (2.39) 

เ ม่ื อ  ( )n n nE E E =   เ ป็ น ตั ว ด า เนิ น ก า ร ภ า พ ฉ า ย  (projection operator)  แ ล ะ 
( ) ( )

,

k j

j k k j
f g b=  ในสมการท่ี (2.37) สังเกตว่า ( )†

jV −  สามารถเปล่ียนเป็น ( )†

jV   ภายใน
เคร่ืองหมาย 



  ได้เน่ืองจากถ้า   เป็นผลตา่งของพลงังานคา่หนึ่งแล้ว −  ก็จะเป็นด้วย

เชน่กนั 
จากแฮมิลโตเนียน 

SH  ซึง่มีคา่ไอเกนและเวกเตอร์ไอเกนเป็น 

            1 11E =                                                  ;   1 ( )
2

A BE  = +   

            2 sin 10 cos 01E  = +                        ;  2 2

2 4
2

E g= +   
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            3 cos 10 sin 01E  = −                        ;  2 2

3 4
2

E g= − +   

            4 00E =                                                   ;  ( )4
2

A BE  = − +   

โดยท่ี 
( )

2 2

2
sin

4

g

R g



=

− +
 , 

( )
2 2

cos
4

R

R g






−
=

− +
 ; 2 24R g= +   

จะได้ความถ่ีเปล่ียนสถานะ (transition frequency)    ท่ี ( )jV   ไมเ่ป็นศนูย์เป็น 

                        ( )( )2 2

1

1
4

2
A B g   = + − + ,  

และ                               ( )( )2 2

2

1
4

2
A B g   = + + + .  

ดงันัน้  ( )jV    เขียนได้เป็น   

( )1 2 1 4 3( ) cosAV E E E E = +   ,    ( )2 4 2 3 1( ) sinAV E E E E = −   
และ        ( )1 2 1 3 4( ) sinBV E E E E = −   ,    ( )2 3 1 4 2( ) cosBV E E E E = + .  
พิจารณาแฮมิลโตเนียนอนัตรกิริยาในภาพอนัตรกิริยา คือ 

                    ( )
( ) ( )

( )
S B S Bj j

j j

j j

i i
i H H t H H t

I

I IH t e H e
+ − + 

=  ,                        (2.40) 
โดยอาศยัคณุสมบตัดิงันี ้

( ) ( )
iH t iH tS S i t

j je V e e V

  
− −

=   ,    
† †( ) ( )S S

i tiH t iH t

j je V e e V

  −
=   

( ) ( ) ( )( )
iH tB jB j k

iH t k k i t k

j j k
e f e f t e f




−
−

= =     ,    
( )††( ) †( ) ( )

iH tB jB j k
iH t ki tk k

j j jk
e f e f t e f




−

= =   
และสมการท่ี (2.37) สมการท่ี (2.40) สามารถเขียนได้เป็น 

 ( ) ( ) ( )( )††( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
j

k ki t i tI

I j j j jk k
k

H t e V f t e V f t  

 


   
−

=  +              (2.41) 

( ) ( ) ( )( )†( ) ( )†( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
j

k ki t s i t sI

I j j j jk k
k

H t s e V f t s e V f t s  

 


   
 − − −

  − =  − +  −  

                                                                                                                                     (2.42) 
น าสมการท่ี (2.41) และ (2.42) แทนในสมการท่ี (2.33) จะได้ 

( ) ( ) ( ) † ( ) ( ) †( )

, , 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tB
i t i sI I k k

S B j j S j j Bk
j Ak k

d
t Tr e V V t e f t f t s

dt

  
  

 
 

     
−  

 =

 = − −
   

                  ( )  † ( ) †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i t i sI k k

j j S j j Bk k
e V V t e f t f t s  

  

      
−  −


− −   

                  ( )  † ( ) †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i t i sI k k

j S j j j Bk k
e V t V e f t f t s  

  

      
−  −


+ −  

                  ( )  ( ) † ( ) †( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i t i sI k k

j S j j j Bk k
e V t V e f t f t s  

  

      
−  −


+ −  
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                   ( )  † ( ) †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
i t i sI k k

j S j j j Bk k
e V t V e f t s f t  

  

      
−  −


+ −  

                   ( )  ( ) † ( ) †( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
i t i sI k k

j S j j j Bk k
e V t V e f t s f t  

  

      
−  −


+ −  

                   ( )  ( ) † ( ) †( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i t i sI k k

S j j j j Bk k
e t V V e f t f t s  

  

      
−  −


− −  

       ( )  ( ) † †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ...
i t i sI k k

S j j j j Bk k
e t V V e f t s f t ds  

  

      
−  −


 − − +


,   (2.43) 

เม่ือ         
[ ] [ ]

A B B BA B

A B B BA B

H H

B H H

e e

Tr e Tr e

 

 


− −

− −
=  ;   1

A

AkT
 =   ,  1

B

BkT
 =   ,                      (2.44) 

โดยท่ี AT  และ BT  คือ อุณหภูมิสัมบูรณ์ของอ่างความร้อนท่ีสัมผัสกับคิวบิต A  และคิวบิต B  
ตามล าดับ จากการประมาณคล่ืนการหมุน (rotating wave approximation) เทอมท่ี      
สามารถละทิ ง้ได้  หากสเกลเวลาของการวิวัฒ น์ภายใน  (the time scale of the intrinsic 
evolution) S   มีค่าน้อยกว่าเวลาในการผ่อนคลายของระบบ (relaxation time)  R  มากๆ เม่ือ
ท าการเก็บเฉพาะเทอมท่ี   =  จะได้  

( ) 
2

( ) † ( ) ( ) †( )

1 , 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tB
i sI I k k

S B j j S j j Bk
j Ak k

d
t Tr V V t e f t f t s

dt


 


     
 

= =

 = −


 
                              † ( ) †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

i sI k k

j j S j j Bk k
V V t e f t f t s

      
 −


− −  

                              † ( ) †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i sI k k

j S j j j Bk k
V t V e f t f t s

      
 −


+ −  

                              ( ) † ( ) †( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i sI k k

j S j j j Bk k
V t V e f t f t s

      
 −


+ −  

                              † ( ) †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
i sI k k

j S j j j Bk k
V t V e f t s f t

      
 −


+ −  

                              ( ) † ( ) †( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
i sI k k

j S j j j Bk k
V t V e f t s f t

      
 −


+ −  

                              ( ) † ( ) †( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
i sI k k

S j j j j Bk k
t V V e f t f t s

      
 −


− −  

 ( ) † †( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ...
i sI k k

S j j j j Bk k
t V V e f t s f t ds

      
 −


 − − +


.         (2.45) 

พิจารณาฟังก์ชนัสหสมัพนัธ์ (correlation functions) ในสมการท่ี (2.45) ท่ีไมเ่ป็นศนูย์ (คือทกุตวัท่ี

แสดงยกเว้นท่ีอยูใ่น …*)  เชน่  ในเทอมแรกจะได้   

( ) ( ) ( )( ) †( )

, 0

t
ki s k

B j j Bk k
k k

e Tr f t f t s ds   





 − =
  

          ( ) ( ) ( )( ) ( )* †

, ,
, 0

kk k

t
i si tj j

B Bk k k j k j
k k

g g e e Tr b b ds  


− −− −

 


=  .                       (2.46) 

                                                           
*

 ในท่ีนีร้วมถึงเทอมไขว้ท่ีมีคา่ j  ไมต่รงกนัด้วยซึง่เทอมเหลา่นีจ้ะเป็นศนูย์ทัง้หมดเพราะวา่  

                               
† † † †

, , , , , , , ,
, , , , 0

k A k B k A k B k A k B k A k B
b b b b b b b b= = = =   
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จากสตูรคา่เฉล่ียตา่งๆของตวัด าเนินการสิ่งแวดล้อมส าหรับสถานะเชิงความร้อน B  ตามสมการ
ท่ี (2.46) คือ  

                    
, , , ,

( ) 0B Bk j k j k j k j
b b Tr b b 

 
= =            

                    ( )† † † †

, , , ,
0B Bk j k j k j k j

b b Tr b b = =   

                    ( ) ( )( )† †

, , , , ,
1B B jk j k j k j k j k k k

b b Tr b b N  
 

= = +   

                    ( ) ( )† †

, , , , ,B B jk j k j k j k j k k k
b b Tr b b N  


= = ,     

เม่ือ ( )
1

1k
j k

N
e
 

 =
−

  เป็นการกระจายของพลังค์  (Planck distribution) จะได้สมการท่ี 

(2.46) เป็น 

         ( ) ( ) ( )( )
2 2

( ) † ( )

, ,

0 0

1k k

k k

i s i sj j

jk j k j k
k k

g e b b ds g e N ds    


 
 − − − −

 = +   .      (2.47) 

ก าหนดให้ ( ) ( )
2 1

,
j

jk k
g G

V
 =  จะได้วา่    

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

( ) †

, ,

0 0

1
, 1k k

i s i sj

j jk k j k j k k
k k

g e b b ds G e N ds
V

    
  

 
 − − − −

 = +   .    (2.48) 

ส าหรับอ่างความร้อนท่ีเป็นสนามโฟตอน (photon field) ท่ีมี  
k

c k =  สามารถพิจารณา 
k



ในรูปแบบลิมิตความตอ่เน่ือง (continuum limit) ได้เป็น† 

                     
( ) ( )

23
2

3 3 3
0 0 0

1 1
sin

2 2
k k

k

d k
d d d

V c

 

    
 



→ =     .                        (2.49) 

ดงันัน้ สมการท่ี (2.46) สามารถประมาณได้เป็น 

( ) ( ) ( )( ) †( )

, 0

t
ki s k

B j j Bk k
k k

e Tr f t f t s ds   





 −
 

( )
( ) ( )2

3 3
0 0 0

2
, sin (1 ( ))

2

k
i s

j jk k k k
G N e ds d d

c




 

      


 
− − 
 +  

 
   .     (2.50) 

จากความสมัพนัธ์ 

       ( ) ( )
( )0

k
i s

k

k

PV
e ds i 





  
 


 −
 = − 

−
                        (2.51) 

เม่ือ PV  เป็นค่ามุขส าคญัโคชี (Cauchy principal value) ซึ่งจะน าไปสู่เทอมท่ีเทียบเคียงได้กับ
การเล่ือนแลมบ์ (Lamb shift) และการเล่ือนสตาร์ค (Stark shift) ซึง่มีคา่น้อยมากจึงสามารถละทิง้
ได้ (Breuer & Petruccione, 2002) สมการท่ี (2.50) โดยอาศยัสมการท่ี (2.51) จงึเขียนได้เป็น 

                                                           
†

 ผลสดุท้ายของการค านวณยงัคงเป็นจริงแม้วา่อา่งความร้อนจะไมใ่ช่สนามโฟตอน 
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( ) ( ) ( )( ) †( )

, 0

t
ki s k

B j j Bk k
k k

e Tr f t f t s ds   





 −
 

                     
( )

( )
2

2

3 3
0

2
, sin (1 ( ))

2
j jG d N

c



  


     


= +                     (2.52) 

นิ ย าม ให้  
( )

( ) ( )
2

2

3 3
0

2 1
, sin :

22
j jG d

c



  


      


=  ซึ่ ง แ สด งถึ ง  ค วาม แ รงคู่ ค วบ 

(coupling strength) ระหว่างคิวบิตตัวท่ี j  กับอ่างความร้อน โดยในเบือ้งต้นจะก าหนดให้ 

( )j    ไมข่ึน้กบัความถ่ีเปล่ียนสถานะ 
‡ ซึง่ท าให้สมการท่ี (2.45) เขียนได้เป็น 

2
( ) ( ) ( ) † † ( ) ( ) †

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

B
I j I I I

S j S j j j S S j j

j A

d
t J V t V V V t t V V

dt
      



          
= =

  
= − − − 

 


  
( ) † ( ) † ( ) ( ) †1 1

( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))
2 2

j I I I

j S j j j S S j jJ V t V V V t t V V               


+ − − 


,(2.53) 

เ ม่ื อ   ( ) 1
( ) ( )

1j

j

j j jJ N
e 

   
   

 
= =  

− 
, ( )( )( ) ( ) 1

1

j

j

j

j j j

e
J N

e





 

   
   

 
− = + =   − 

   

                                                                                                                                     (2.54) 
จากนัน้น าสมการท่ี (2.53) ซึ่งอยู่ในภาพอนัตรกิริยามาท าการแปลงกลบัให้อยู่ในภาพชเรอดิงเงอร์ 
(Schrödinger picture) ได้เป็น 

         ( )
( ) , ( ) ( )S SIiH t iH t

S S S S

d i d
t H t e t e

dt dt
  −  

= − +  
 

                       (2.55) 

                      , ( ) ( ( )) ( ( ))S S A S B S

i
H t L t L t  = − + +                           (2.56) 

เม่ือตวัด าเนินการ jL   คือ ตวัด าเนินการการกระจาย (dissipation operator) ของคิวบิตตวัท่ี j  
โดย 

2
( ) † † †

1

1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

j

j S j S j j j S S j jL t J V t V V V t t V V      



          
=

  
= − − − 

 
  

( ) † † †1 1
( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

2 2

j

j S j j j S S j jJ V t V V V t t V V               


+ − − 


.(2.57) 

เม่ือพิจารณาตัวแทนเมทริกซ์ของ ( )S t ในฐานหลัก  1 2 3 4, , ,E E E E  จะได้
สมาชิกทแยงมุม (diagonal elements) ของตัวด าเนินการความหนาแน่นลดรูป สอดคล้องกับ
สมการเชิงอนพุนัธ์ของเมทริกซ์เป็น   

                                                           
‡

 ข้อก าหนดนีต้รงกบักรณีของความหนาแน่นสเปคตรัมสม ่าเสมอ (uniform spectral density) 
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1 2 1 2
11 11

1 1 2 222 22

33 332 1 2 1

44 44
2 1 1 2

0
( ) ( )

0( ) ( )

( ) ( )0

( ) ( )
0

X Y X Y
t t

X X Y Yt td

t tdt Y X Y X

t t
Y X X Y

 

 

 

 

− − + +

− + − +

− − + +

− − + +

  − +     
     − +     =
     − +     
     − +  

,  

                                                                                                                                     (2.58) 
โดยท่ี                              ( )(1) 2 (2) 2

1 1 1( ) cos sinX J J    =  +  ,                           (2.59) 
                         (1) 2 (2) 2

2 2 2( )sin ( )cosY J J    =  +  ,                          (2.60) 

เม่ือ 
( )

2 2

2
sin

4

g

R g



=

− +
 , 

( )
2 2

cos
4

R

R g






−
=

− +
 ; 2 24R g= + .  

สมการท่ี (2.58) มีผลเฉลยเป็น (Sinaysky, Petruccione, & Burgarth, 2008) 

           

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

11 11 12 13 14 11

22 21 22 23 24 22

33 31 32 33 34 331 2

44 41 42 43 44 44

0

01

0

0

t a a a a

t a a a a

t a a a a

t a a a a

 

 

 

 

    
    
    =
     
       

    

 ,                         (2.61) 

เม่ือคา่สมัประสิทธ์ิ ija  มีคา่ดงันี ้

( )( )1 2

11 1 1 2 2

t ta X X e Y Y e− −+ − + −= + +           ( )( )1 2

31 1 1 21t ta X X e e Y− −+ − −= + −  
( ) ( )1 2

12 1 2 21 t ta e X Y Y e− −+ + −= − +               ( )( )1 2

32 1 21 1t ta e e X Y− − + −= − −  
( )( )1 2

13 1 1 21t ta X X e e Y− −+ − += + −              ( )( )1 2

33 1 1 2 2

t ta X X e Y Y e− −+ − − += + +  
( )( )1 2

14 1 21 1t ta e e X Y− − + += − −                  ( ) ( )1 2

34 1 2 21 t ta e X Y Y e− −+ − += − +  
( ) ( )1 2

21 1 2 21 t ta e X Y Y e− −− + −= − +               ( )( )1 2

41 1 21 1t ta e e X Y− − − −= − −   
( )( )1 2

22 1 1 2 2

t ta X X e Y Y e− −− + + −= + +           ( )( )1 2

42 1 1 21t ta X X e e Y− −− + −= + −   
( )( )1 2

23 1 21 1t ta e e X Y− − − += − −                  ( ) ( )1 2

43 1 2 21 t ta e X Y Y e− −− − += − +   

( )( )1 2

24 1 1 21t ta X X e e Y− −− + += + −              ( )( )1 2

44 1 1 2 2

t ta X X e Y Y e− −− + − += + +   
โดยท่ี  

                         1 1 2X X+ − = +     ,      2 2 2Y Y+ − = +                                     (2.62) 
ส าหรับสมาชิกนอกแนวทแยงมมุ (off-diagonal elements) จะอยูใ่นรูป 

                                          ( )0ijts

ij ije =                                       (2.63) 
เม่ือ ijs  เป็นจ านวนเชิงซ้อน 
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4. ความบริสุทธ์ิสัมพัทธ์และลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตัม 
ปัญหาลิมิตอตัราเร็วเชิงควอนตมัเร่ิมจากค าถามท่ีวา่ “ระบบควอนตมัสามารถวิวฒัน์จาก

สถานะเร่ิมต้นไปจนถึงสถานะตัง้ฉาก (orthogonal sate) ได้เร็วท่ีสุดเท่าใด” หนึ่งในค าตอบของ
ปัญหานีแ้นะน าโดย มาร์โกลสั (Margolus) และ เลวิติน (Levitin) (Margolus & Levitin, 1998)ซึ่ง
แสดงว่าเวลาท่ีเป็นขอบเขตล่างจะเป็นส่วนกลบัของความแปรปรวน (variance) ในพลงังานของ
ระบบดงัสมการ  

          min
2 H


  =


      ; ( )22H H H = − ,                                 (2.64) 

ซึง่สมการท่ี (2.64) แสดงว่าการวิวฒัน์ของระบบควอนตมัใช้เวลาอยา่งน้อยท่ีสดุเทา่ใดจากสถานะ
เร่ิมต้นจนถึงสถานะตัง้ฉาก min  นีเ้รียกวา่ ลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมั (Quantum speed 
limit time) อยา่งไรก็ดี สมการท่ี (2.64) นีใ้ช้ได้เฉพาะกบัระบบควอนตมัแบบปิด 

ในกรณีของระบบควอนตัมแบบเปิด พิจารณาความบริสุทธ์ิสัมพัทธ์ (relative purity) 
(Audenaert, 2012) 

                         
2

(0) ( )
( )

(0)

Tr t
f t

Tr

 


=

  

,                                               (2.65) 

โดยท่ี (0)  เป็นสถานะเร่ิมต้นและ ( )t  เป็นสถานะเป้าหมาย ทัง้นีส้ังเกตว่า ( ) 1f t =   เม่ือ 

(0) ( )t =  และ ( ) 0f t =   เม่ือ (0)  และ ( )t  ตัง้ฉากกนั§ 
ส าหรับงานวิจัยนีจ้ะพิจารณาความบริสุทธ์ิสัมพัทธ์ของการวิวัฒน์จากเวลา t  ไปยัง 

Dt +  ( )0D   ในรูป 

                       
2

( ) ( )
( )

( )

D

D

Tr t t
f t

Tr t

  




+
+ =

  

,                                   (2.66) 

โดย 
D  นีบ้างครัง้เรียกว่า เวลาขบัดนั (driven time) (Zhang et al., 2014) จากสมการท่ี (2.66) 

อนพุนัธ์ของ ( )f t   เทียบกบัเวลาจะอยูใ่นรูป  

                           
2

[ ( ) ( )]
( )

( )

Tr t t
f t

Tr t

 


=

  

,                                                 (2.67) 

เม่ือ ( )t  เป็นสถานะเร่ิมต้น โดยสามารถเป็นสถานะบริสทุธ์ิหรือผสมก็ได้ 
จากอสมการเทรซของฟอน นอยมันน์  (von Neumann trace inequality) ส าหรับตัว

ด าเนินการคือ  

                             ( )1 2 1, 2,

1

n

i i

i

Tr A A  
=

                                                 (2.68) 

                                                           
§

 ในท่ีนีผ้ลคณูภายใน (inner product) ของตวัด าเนินการ A   และ B   นิยามเป็น ( )†A B Tr A B=    
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เม่ืออสมการนีค้ลอบคลุมส าหรับทุกๆเมทริกซ์ n n  เชิงซ้อน 1A  และ 
2A  โดยมีค่าเอกฐาน

(singular values)เ รี ย งล า ดั บ ข อ ง  1A   แ ล ะ  
2A  ต าม ล า ดั บ  เ ป็ น  1,1 1,... n    แ ล ะ 

2,1 2,... n    โดยคา่เอกฐานของตวัด าเนินการ A  คือ คา่ไอเกนของ †A A  ในกรณีท่ี A  เป็น
ตัวด าเนินการเฮอร์มิ เชียน  ค่าเอกฐานสามารถหาได้จากค่าสัมบูรณ์ ของค่าไอเกนของ 
ตวัด าเนินการ A   
โดยอาศยัสมการท่ี (2.68) สมการท่ี (2.67) เขียนได้เป็น  

                         
( )2

1

1
( ) ( ) ( )

( )

n

i i

i

f t t t
Tr t

 
 =

  ,                                         (2.69) 

โดยท่ี ( )i t  เป็นคา่เอกฐานของ d dt  และ ( )i t  เป็นคา่เอกฐานของ ( )t   
ท าการอินทิเกรตสมการท่ี (2.69) จาก t   ถึง Dt +  จะได้   

( ) 1

2 2
1

( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

D D D D

n

t t t ti i n
i

i i

it t t t

t t

f t dt f t dt dt t t dt
Tr t Tr t

    

 
 

+ + + +

=

=

 

         =
      


     

เม่ือ Dt t t   +  ท าการอินทิเกรตทางซ้ายมือของอสมการข้างต้นจะได้ 

               
( )

2
1

1
1 ( ) ( )

( )

Dt n

D i i

it

f t t t dt
Tr t



  


+

=

  + − 
  


  

                                   
( ) 2

1

1 ( )
1

( ) ( )
D

D

t n

i i

it

f t Tr t

t t dt



 

 

+

=

 + −  

  

  

                                  

( ) 2

1

1 ( )

1
( ) ( )

D

D

D t n

i i

iD t

f t Tr t

t t dt



 


 


+

=

 + −  

  
 

                                   

( ) 2

1

1 ( )

( ) ( )

D

D n

i i

i

f t Tr t

t t

 


 
=

 + −  


  

สมมติว่าค่าเฉล่ีย 
1

( ) ( )
n

i i

i

t t 
=

   ไม่ขึน้กับ 
D

** ดังนัน้หากให้ 
D มีค่าน้อยๆ จะได้ว่า t t  

และได้อสมการเป็น  

                            ( ) 2

1

1 ( )

( ) ( )

D

D n

i i

i

f t Tr t

t t

 


 
=

 + −  



             (2.70) 

                                                           
**

 คา่เฉล่ียดงักลา่วจะไมข่ึน้กบั 
D แน่ๆ หาก 

D   มีคา่น้อยพอ  
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สมการท่ี (2.70) นีใ้ห้ขอบเขตล่างของเวลาในการวิวัฒน์ ซึ่งเรียกว่า ลิมิตเวลาของ
อตัราเร็วเชิงควอนตมั( QSL ) เป็น 

                                 
( ) 2

1

1 ( )

( ) ( )

D

QSL n

i i

i

f t Tr t

t t

 


 
=

 + −  =



                                  (2.71) 

เม่ือ ( )Df t +   หาได้จากสมการท่ี  (2.66) และ ( )i t   และ ( )i t  เป็นค่าเอกฐานของ 
( )d t dt  และ ( )t   ตามล าดบั สมการท่ี (2.70) หรือ (2.71) ให้ความหมายวา่ ส าหรับคา่ความ

บริสทุธ์ิสมัพทัธ์ ( )Df t +  หนึ่งๆ เวลาในการวิวฒัน์ 
D  จะมีคา่ไม่น้อยกว่า QSL  หรือพดูอีกนยั

หนึ่งคือ QSL  เป็นเวลาน้อยท่ีสุดท่ีเป็นไปได้ ท่ีระบบจะใช้ในการวิวฒัน์จากสถานะ ( )t  ไปยัง 

( )Dt +  ท่ีก าหนดหนึง่ๆ 
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บทที่ 3 
วิธีด าเนินการวิจัย 

 

ในการวิจยัครัง้นี ้ผู้วิจยัได้ด าเนินการตามขัน้ตอนดงันี ้
1. ลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมัของระบบหนึง่ควิบติท่ีสมัผสักบัอา่งความร้อน 
2. ลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมัของระบบสองควิบิตท่ีมีอนัตรกิริยาตอ่กนัโดย 
    แตล่ะควิบติสมัผสักบัอา่งความร้อน 
3. กระบวนการวิวฒัน์แบบตอ่เน่ืองและบทนิยามท่ีเก่ียวข้อง 

 

1. ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตัมของระบบหน่ึงคิวบิตที่สัมผัสกับอ่างความร้อน 
พิจารณาแฮมิลโตเนียนของระบบรวมของหนึง่ควิบิตท่ีสมัผสักบัอ่างความร้อน คือ 
                                 

S B IH H H H= + + ,                                                      (3.1) 

เม่ือแฮมิลโตเนียนของควิบติ (ระบบควอนตมั) คือ  1

2
S ZH = ,                          (3.2) 

สว่นแฮมิลโตเนียนของอา่งความร้อน คือ  †

B k k k
k

H b b= ,                                      (3.3) 

ซึง่เปรียบเสมือนเซตอนนัต์ของตวักวดัแกวง่ฮาร์มอนิก 

และแฮมิลโตเนียนอนัตรกิริยา คือ     * †

I k k k k
k k

H g b g b + −

 
=  +  

 
  ,                (3.4) 

สมการมาสเตอร์ของหนึ่งคิวบิตท่ีสัมผัสกับอ่างความร้อนคือ  (Breuer & Petruccione, 
2002) 

( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ( ) 1
2 2

S S S S S S

d i
t H t N t t t t

dt
            − + + − + −

 
= − + + − − 

    
                     ( ) ( ) ( )

1 1

2 2
S S SN t t t         + − − + − +

 
+ − − 

 
                 (3.5) 

เม่ือ   แสดงถึง ความแรงคู่ควบระหว่างคิวบิตกับอ่างความร้อนตามสมการท่ี (2.52) และ
1

1kT
N

e 
=

−
 เป็นการกระจายของพลงัค์ 

สมการท่ี (3.5) มีผลเฉลยในฐานหลกั  ,e g  เป็น 

                         ( )
( )

( )

( )

( )

e eg

S

ge g

t t
t

t t

 


 

 
=   
 

,                                      (3.6) 
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โดยท่ี  ( )( )
1

( ) 1 (0) (0)
( 1)(2 1)

e e gt N N
N N

   


= + +
+ +

     

                                  ( ) (2 1)1 ( (0) ( 1) (0)) N t

g eN N N e    − + − + − +  ,           (3.7) 

           ( )( )
( ) ( )

1
( ) 1 1 ( (0) (0))

1 2 1
g e gt N N

N N
   


= + + ++ +   

                                         ( ) ( )( ) ( )2 1
1 (0) 1 (0)

N t

g eN N N e


  
− + + + − +


,    (3.8) 

เม่ือ (0)e  เป็นประชากร (population) ของสถานะกระตุ้นท่ี 0t =  และ (0)g  เป็นประชากร
ของสถานะพืน้ท่ี 0t =   
น าสมการท่ี (3.6) ไปแทนในสมการท่ี (2.71) ได้เป็น†† 

          
( ) 2

1

1 ( )

( ) ( )
D

D SQSL

t n
D

i i

it

f t Tr t

t t dt



 


 

+

=

 + −  =

  

 

    
( ) ( )2

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )
D

S D S S

t n

i i

it

Tr t t Tr t

t t dt



   

 

+

=

+ −
=

  

                                                        (3.9) 

    
( )

( ) ( )( ) ( )2 11
(0) (0) 2 (0) 1 (0)

2 1

N t

e g g eN N e
N


   

− + = + + − +
 +

.    (3.10) 

 

2. ลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตัมของระบบสองคิวบิตที่มีอันตรกิริยาต่อกันโดยแต่
ละคิวบิตสัมผัสกับอ่างความร้อน 

ในกรณีของระบบควอนตมัท่ีประกอบด้วยสองคิวบิตท่ีมีอนัตรกิริยาต่อกันโดยแต่ละคิว
บิตสมัผสักบัอ่างความร้อน เม่ือให้สถานะเร่ิมตนัของระบบ ( )0S  เป็นเมทริกซ์ทแยงมุมจะได้ว่า 

( )S t   ก็จะเป็นเมทริกซ์ทแยงมมุด้วย  โดยมีสมาชิกในแนวทแยงเป็น  11  ,
22  ,

33   และ 
44  

ตามล าดบั เม่ือ 
ii  เหลา่นีห้าได้จากสมการท่ี (2.61) 

ในกรณีนีส้มการท่ี (2.71) เขียนได้เป็น   

             
( )( ) ( )

4 4
2

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

ii ii

D

D ii
QSL i i

t n
D

i i

it

t t t

t t dt



   



 

= =

+

=

+ −

=

  

 



                                     (3.11) 

                                                           
††

 ในท่ีนีก้ าหนดให้ ( ) ( ) 0eg get t = =   
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เน่ืองจากงานวิจยันีมุ้่งหมายท่ีจะพิจารณาพฤติกรรมของกระบวนการวิวฒัน์ท่ีเวลา t ใดๆ
แบบตอ่เน่ือง นัน่คือ เราต้องพิจารณาการวิวฒัน์ของสถานะจาก ( )t  ไปยงั ( )Dt +   เม่ือ 

D  
มีค่าน้อยๆ ดัวยเหตุนี ้เม่ือท าการแทน  

ii  ในสมการท่ี (2.61) ลงในสมการท่ี (3.11) แล้ว และ
พิจารณาท่ี 

D  น้อยๆ ซึง่ในท่ีนี ้คือ 1D  จะได้ QSL D   ในรูป 

                    
( )

( )

4

2

1 2

1

4 ( ) ( )

iiQSL

n

D
i i

i

f t

t t




 

=

=

  
                                                 (3.12) 

เม่ือ       ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 1
11 1 1 1 2 2 2 2 12 2

( ) 1 [ 1 ] 1 [ 1 ]f t      
 

 
=  − − + +  − − + ,        (3.13) 

ส าหรับสถานะเร่ิมต้นเป็น ( ) 1 10S E E =   หรือ ( )11 0 1 = ,  

             ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 1
22 1 1 1 2 2 2 2 12 2

( ) 1 [ 1 ] 1 [ 1 ]f t      
 

 
= −  + − + +  − + + ,     (3.14) 

ส าหรับสถานะเร่ิมต้นเป็น ( ) 2 20 E E =   หรือ ( )22 0 1 = ,  

            ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 1
33 1 1 1 2 2 2 2 12 2

( ) 1 [ 1 ] 1 [ 1 ]f t      
 

 
=  − + + −  + − + ,        (3.15) 

ส าหรับสถานะเร่ิมต้นเป็น ( ) 3 30 E E =   หรือ ( )33 0 1 = ,  

           ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 1
44 1 1 1 2 2 2 2 12 2

( ) 1 [ 1 ] 1 [ 1 ]f t      
 

 
= −  + + + −  + + + ,       (3.16) 

ส าหรับสถานะเร่ิมต้นเป็น ( ) 4 40 E E =   หรือ ( )44 0 1 = .  
ในท่ีนีพ้ารามิเตอร์ 1 , 1 , 

2  และ 
2  มีนิยามดงั 

                                           11
1 1 te



− 
= + 
 

, 

                                           22
2 1 te



− 
= + 
 

, 

                                           11
1 1 te



− 
= − 
 

, 

                                           22
2 1 te



− 
= − 
 

.                                   (3.17) 

 

ในการจดัรูปชดุสมการท่ี (3.13) - (3.16) สามารถดรูายละเอียดได้ในภาคผนวก โดยการได้มาของ
สมการท่ี (3.12) และชดุสมการดงักล่าว ได้มีการก าหนดให้อณุหภูมิของทัง้สองอ่างความร้อนมีคา่
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เท่ากัน นั่นคือ 
A BT T T= =   ซึ่งมีความหมายเสมือนกับการมีอ่างความร้อนเดียวท่ีอุณหภูมิ  T  

ส าหรับควิบติทัง้สอง ในกรณีนีส้มการท่ี (2.62) สามารถลดรูปได้เป็น 
                           ( )( )2 1i iN  = +                                      (3.18) 

เม่ือ 1,2i =  โดยในล าดบัแรก จะก าหนดให้ 
1 0   หรือก็คือ g   ก่อน 

 

3. กระบวนการวิวัฒน์แบบต่อเน่ืองและบทนิยามที่เก่ียวข้อง 
จากสมการท่ี (3.9) หรือ (3.11) สงัเกตว่า QSL D   โดยทัว่ไปแล้วอาจยงัขีน้กับ 

D  อยู ่ 
ส าหรับกรณีของหนึ่งคิวบิตถือเป็นกรณีพิเศษท่ีไม่ขึน้กับ 

D  (ตามสมการท่ี (3.10)) เพราะ  
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ท่ีได้มี

D  ซึ่งตดักนัทัง้ในเศษและส่วน ในขณะท่ีสมการท่ี (3.12) ไมข่ึน้กบั 
D  

เฉพาะท่ี 
D  มีคา่น้อยๆ ( 1D  ) ด้วยเหตนีุ ้หากปริมาณ QSL D   เป็นปริมาณท่ีเหมาะสมใน

การพิจารณากระบวนการวิวัฒน์ท่ีพิจารณาแบบต่อเน่ืองในแต่ละขณะท่ีระบบวิวัฒน์ไปจริง 

QSL D   ก็ไมค่วรขึน้กบั 
D  อยา่งน้อยเม่ือ 

D  มีคา่น้อยๆ เพ่ือให้เห็นจริงในข้อสงัเกตนี ้พิจารณา
สมการท่ี (3.9) เม่ือ 

D  มีคา่น้อยๆ ดงันี ้
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
                                                     (3.19) 

เห็นได้ชัดว่า QSL D   โดยทั่วไปแล้วจะไม่ขึน้กับ 
D  เม่ือ 

D  มีค่าน้อยๆ‡‡ ดวัยเหตุนีจ้ะอาศัย 
ฟังก์ชัน ( )S t  ซึ่งขอเรียกว่า ฟังก์ชันอัตราเร็ว (speed function) ในการก าหนดนิยามเก่ียวกับ
กระบวนการวิวฒัน์ดงัตอ่ไปนี ้ 
 

                                                           
‡‡

 หากน า ( )t   ตามสมการท่ี (2.61) มาแทนในสมการท่ี (3.19) จะได้ผลเช่นเดียวกบัสมการท่ี (3.12)-(3.16) และ 
D   

ซึง่มีคา่น้อยๆ ส าหรับกรณีนี ้คิอ 1D  . 
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บทนิยาม : ส าหรับการวิวัฒน์เชิงควอนตัมของระบบควอนตัมแบบเปิด เราเรียกกระบวนการ
วิวฒัน์ ณ ขณะเวลาใดๆ (instantaneous evolution process) วา่   
      เป็นกระบวนการเพิ่มอตัราเร็ว (speed up process)      ถ้า     ( ) 0S t  , 
      เป็นกระบวนการลดอตัราเร็ว (speed down process)   ถ้า     ( ) 0S t  , 
      เป็นกระบวนการคงท่ี (stationary process)                  ถ้า     ( ) 0S t = , 
เม่ือ ( )S t   นิยามตามสมการท่ี (3.19)  
 

ในงานวิจัยหลายชิน้ อาธิ (Deffner & Lutz, 2013; Wu, Yan, Wu, & Hao, 2016) ได้ให้
นิยามว่า ระบบจะมีสมรรถภาพศกัย์ (potential capacity) ในการเพิ่มอัตราเร็ว ถ้า 1QSL D     
ทัง้นีพ้ิจารณาจากความเป็นจริงท่ีวา่ เวลาท่ีใช้ในการวิวฒัน์ ระหว่างสองสถานะควอนตมัท่ีก าหนด
โดยทัว่ไปแล้วไม่ได้มีค่าเดียวส าหรับระบบควอนตมัแบบเปิดและขอบเขตล่างของเวลาเหล่านี ้คือ 

QSL  (Meng, Wu, & Guo, 2015) อย่างไรก็ดี ผลการศึกษาท่ีจะกล่าวถึงในบทท่ีส่ี แสดงว่า เม่ือ
ระบบลู่เข้าสู่สมดุลความร้อน ค่า QSL  อาจเท่ากับหนึ่งหรือน้อยกว่าหนึ่งก็ได้ ซึ่งขึน้อยู่กับ
คา่พารามิเตอร์ตา่งๆ ในขณะท่ีระบบท่ีก าลงัเข้าสู่สมดลุความร้อน ไม่ควรจะมีกระบวนการเพิ่มหรือ
ลดอตัราเร็วใดๆ แล้ว เน่ืองจากสถานะของระบบแทบจะไม่เปล่ียนแปลงแล้ว ด้วยเหตนีุเ้ราจึงให้
นิยามใหม่ท่ีชดัเจนขึน้ตามท่ีได้กล่าวมาแล้วข้างต้น และจะใช้นิยามนีใ้นการวิเคราะห์กระบวนการ
วิวฒัน์ท่ีจะกลา่วถึงตอ่ไปในบทท่ีส่ี 
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บทที่ 4 
ผลการด าเนินงานวิจัย 

 

การวิจัยนีศ้ึกษาลิมิตเวลาของอัตราเร็วเชิงควอนตมัในระบบควอนตมัหนึ่งคิวบิต  และ
สองคิวบิตท่ีมีอันตรกิริยาต่อกัน โดยแต่ละคิวบิตสัมผัสกับอ่างความร้อนภายใต้การประมาณ 
บอร์น-มาร์คอฟ ผู้ วิจัยได้ด าเนินการวิจัยโดยการศึกษาจากการค านวณผ่านพารามิเตอร์ต่างๆ 
จนกระทัง่ได้ท าการวิเคราะห์และเรียบเรียงเป็นไปตามวตัถปุระสงค์ท่ีก าหนดดงันี ้

1. การวิเคราะห์กระบวนการวิวฒัน์ของระบบหนึง่ควิบิตท่ีสมัผสักบัอ่างความร้อน 
2. การพิสจูน์การมีอยูข่องยอดวกกลบัของระบบหนึง่คิวบิตท่ีสมัผสักบัอา่งความร้อน 
3. การวิเคราะห์กระบวนการวิวฒัน์ของระบบสองคิวบิตท่ีมีอนัตรกิริยาตอ่กนัโดยแต่

ละควิบติสมัผสักบัอา่งความร้อน 
 

1. การวิเคราะห์กระบวนการวิวัฒน์ของระบบหน่ึงคิวบิตที่สัมผัสกับอ่างความร้อน 
พิจารณาระบบหนึ่งคิวบิตท่ีเร่ิมจากสถานะกระตุ้น คือ (0) 1e =  สมการท่ี (3.10) ให้

กราฟระหว่าง ( )S t  กบั t  ตามภาพประกอบ 2  ส าหรับค่าอณุหภูมิของอ่างความร้อน 0.1kT =  
ซึ่งมีค่าพลงังานความร้อนต ่าเม่ือเปรียบเทียบกับค่าพลงังานของคิวบิต 1 =  พบว่าค่า ( )S t   
มีคา่ลดลงไปเร่ือยๆ แสดงว่า ในช่วงเวลาเร่ิมต้นจนถึงประมาณ 14ct   วินาที เกิดกระบวนการเร่ง 
(acceleration process) หรือ กระบวนการเพิ่มความอตัราเร็ว (speed up process) แต่ทนัทีเม่ือ
พ้นเวลา 

ct  คา่ ( )S t  กลบัมีคา่เพิ่มขึน้เร่ือยๆจากศนูย์จนลู่เข้าสู่คา่คงท่ีคา่หนึ่งเม่ือระยะเวลาผ่าน
ไปนานๆ  แสดงว่า  ระบบควอนตัม เกิดกระบวนการหน่วง (deceleration process) หรือ 
กระบวนการลดอตัราเร็ว (speed down process) จนกระทัง่ลูเ่ข้าสูส่ถานะเชิงความร้อน  



  26 

 

ภาพประกอบ 2 แสดงกราฟท่ีสถานะเร่ิมต้น (0) 1e =  คา่ 1 =  คา่ความแรงคูค่วบ 
0.05 =  คา่อณุหภมูิ 0.1kT =   

 
เม่ือสถานะเร่ิมต้น (0) 1e =    ในภาพประกอบ 3 ท่ี มีค่าอุณหภูมิอ่างความร้อน 

0.8kT =  และค่าพลงังานของคิวบิต 1 =  พบว่าค่า ( )S t  มีค่าลดลงเร่ือยๆ แสดงว่า ในช่วง
เวลาเร่ิมต้นจนถึงประมาณ 11ct   วินาที ระบบควอนตมัเกิดกระบวนการเร่ง  เม่ือเปรียบเทียบ
ความชันกับภาพประกอบ 2 ซึ่งมีค่าอุณหภูมิ 0.1kT =  ปรากฏว่าท่ีอุณหภูมิสูงกว่ามีความชัน
ในช่วงกระบวนการเร่งมากกว่าท่ีอุณหภูมิต ่ากว่าแสดงว่า อุณหภูมิสูงกว่ามีอิทธิพลท าให้เกิด
กระบวนการเร่งได้มากกวา่ จากภาพประกอบ 3 เม่ือเวลาผา่นไปพ้นเวลา 

ct  คา่ ( )S t  มีคา่เพิ่มขึน้
เร่ือยๆจนลู่เข้าสู่ค่าคงท่ีค่าหนึ่งได้เร็วกว่าสถานการณ์ ท่ีอ่างความร้อนมีอุณหภูมิต ่ากว่า (ตาม
ภาพประกอบ 2) แสดงวา่ ระบบควอนตมัในกรณีนีลู้เ่ข้าสูส่ถานะเชิงความร้อนได้เร็วกว่า 

ในภาพประกอบ 2 และ 3 จะเรียกบริเวณกราฟ ท่ี เป็นยอดแหลมๆ ซึ่ งเกิดการ
เปล่ียนแปลงจากกระบวนการเร่งไปสูก่ระบวนการหนว่งอยา่งฉบัพลนั วา่ “ยอดวกกลบั” (cusp)  

เม่ือสถานะเร่ิมต้น (0) 1g =  ภาพประกอบ 4 ท่ีมีค่าอุณหภูมิอ่างความร้อน 0.1kT =   
และค่าพลังงานของคิวบิต 1 =  แสดงว่า ( )S t  มีค่าประมาณเกือบหนึ่งในทุกๆเวลา ซึ่ง
หมายความวา่ระบบควอนตมันีลู้เ่ข้าสู่สถานะเชิงความร้อนในทนัทีโดยแทบจะไม่มีกระบวนการเร่ง 
ท่ีเป็นเช่นนีเ้น่ืองจากสถานะเร่ิมต้นเป็นสถานะพืน้ซึ่งเป็นสถานะท่ีพอใช้ประมาณส าหรับสถานะ
เชิงความร้อนได้ท่ีอณุหภมูิต ่าพอ 
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ภาพประกอบ 3 แสดงกราฟท่ีสถานะเร่ิมต้น (0) 1e =  คา่ 1 =  คา่ความแรงคูค่วบ 
0.05 =  คา่อณุหภมูิ 0.8kT =  

 

ภาพประกอบ 4 แสดงกราฟท่ีสถานะเร่ิมต้น (0) 1g =  คา่ 1 =  คา่ความแรงคูค่วบ 
0.05 =  คา่อณุหภมูิ 0.1kT =   

 
เม่ือสถานะเร่ิมต้น (0) 1g =  ภาพประกอบ 5 ท่ีมีค่าอุณหภูมิอ่างความร้อน 0.8kT =   

และค่าพลังงานของคิวบิต 1 =  แสดงว่า ( )S t  มีค่าลดลงและลู่เข้าสู่ค่าคงท่ีค่าหนึ่ง ซึ่ง
หมายความว่า  ระบบควอนตมัเกิดกระบวนการเร่งแล้วคอ่ยๆลู่เข้าสู่สถานะเชิงความร้อนโดยไม่มี
กระบวนการหนว่งเกิดขึน้ 
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ภาพประกอบ 5 แสดงกราฟท่ีสถานะเร่ิมต้น (0) 1g =  คา่ 1 =  คา่ความแรงคูค่วบ  
0.05 =  คา่อณุหภมูิ 0.8kT =   

 

2. การพสูิจน์การมีอยู่ของยอดวกกลับของระบบหน่ึงคิวบิตที่สัมผัสกับอ่างความร้อน 
จากสมการท่ี (3.10) ก าหนดให้ ( ) ( )0 0e gA  = +   และ  ( ) ( ) ( )( )2 0 1 0

g e
B N N = − +   

จะเห็นได้ว่า เง่ือนไขจ าเป็นและเพียงพอ (necessary and sufficient condition) ท่ีจะท าให้เทอม
ในเคร่ืองหมายสัมบูรณ์เปล่ียนค่าจากลบเป็นบวกหรือก็คือเกิดยอดวกกลับคือ 0B    และ 
B A  นัน่คือ 

                      ( ) ( )( )2 (0) 1 0 (0) (0)g e e gN N   − − +  +   

               ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0 2 1 0 0g eN N − + + +    
หรือก็คือ                                        ( ) ( )0 0g e                                                     (4.1) 

เพราะฉะนัน้ เง่ือนไขจ าเป็นและเพียงพอส าหรับการเกิดยอด คือ ( ) ( )0 0g e   ซึ่ง
สอดคล้องกบัผลในภาพประกอบ 2 และ 3 ท่ีมี (0) 1e =  ซึ่งมียอดวกกลบั และภาพประกอบท่ี 4 
และ 5 ท่ีมี (0) 1g =  ซึง่ไมเ่กิดยอดวกกลบั สงัเกตวา่ท่ีเวลา t →   สมการท่ี (3.10) จะลูเ่ข้าสู ่

                  ( )
( )

( )
1 1

(0) (0)
2 1 2 1

e gS t
N N

  → + =
 + +
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ซึง่มีคา่ ( ) 1S t  ท่ีอณุหภมูิต ่าๆ และ ( ) 1S t   เม่ืออณุหภมูิสงูขึน้   นอกจากการพิสจูน์เง่ือนไข
การมีอยู่ของยอดวกกลับแล้ว เรายังสามารถหาค่าเวลาท่ียอดวกกลับได้อีกด้วย เช่นกรณีของ
ภาพประกอบ 2 เม่ือแทน (0) 1e =  และ (0) 0g = ท่ี 0.1kT =  และ 1 =   ลงในสมการท่ี 
(3.10) เวลาท่ียอดวกกลบั ( ct ) หาได้จาก 

      ( )
( )

( )( ) ( )2 11
1 2 1 0

2 1
cN t

cS t N e
N

− + = − + =
 +

หรือ 
( )( )

( )

ln 2 1
14

2 1
c

N
t

N

+
= 

+
 วินาที 

 

3.การวิเคราะห์กระบวนการวิวัฒน์ของระบบสองคิวบิตที่มีอันตรกิริยาต่อกันโดยแต่ละ 
คิวบิตสัมผัสกับอ่างความร้อน 

น าสมการท่ี (3.12) มาค านวณเชิงตัวเลขโดยอาศัยชุดสมการท่ี (3.13) - (3.16) ซ่ีง
สอดคล้องกับสถานะเร่ิมต้นต่างๆ จะได้กราฟระหว่าง ( )S t  กับ t  ในช่วงเวลาจาก 0t =  ถึง 

100t =  วินาที ในกรณีตา่งๆดงัตอ่ไปนี ้  
 

3.1. กรณีที่ 1 ( ( )44 0 1 = ) 
ในกรณีนี ้สถานะเร่ิมต้นเป็นสถานะพืน้ คือ ( ) 4 40S E E =   หรือ ( )44 0 1 =   

เม่ือน าสมการท่ี (3.16) แทนในสมการท่ี (3.12) จะได้กราฟในช่วงเวลาจาก 0t =  ถึง 100t =  
ดังภาพประกอบ 6  ส าหรับเส้นทึบ (solid line) ท่ีอุณหภูมิ  0.1kT =   พบว่าค่า ( ) 1S t    
แสดงวา่กระบวนการวิวฒัน์เป็นกระบวนการคงท่ีซึ่งลู่เข้าสู่สมดลุความร้อนแทบจะทนัที  ในขณะท่ี 

0.5kT =  (เส้นประ) และ 0.8kT =   (เส้นจุด) ( )S t  มีค่าลดลงเร่ือยๆ ซึ่งแสดงว่า กระบวนการ
วิวฒัน์เป็นกระบวนการเพิ่มอตัราเร็วแล้วจงึคอ่ยๆ ลู่เข้าสูก่ระบวนการคงท่ีในขณะท่ีระบบก าลงัเข้า
สูส่มดลุความร้อน 
 

 



  30 

 

ภาพประกอบ 6 สถานะเร่ิมต้น ( )44 0 1 =   ก าหนดให้ 0.1g =  คงท่ี และ 0.1kT =  (เส้นทบึ), 
0.5kT =  (เส้นประ), 0.8kT =  (เส้นจดุ) พารามิเตอร์อ่ืนๆ : 1 = , 0.05 = . 

 

3.2. กรณีที่ 2 ( ( )22 0 1 = ) 
ในกรณีนี ้สถานะเร่ิมต้นคือ ( )22 2 20 E E =   หรือ ( )22 0 1 =   เม่ือน าสมการท่ี 

(3.14) แทนค่าในสมการท่ี (3.12) จะได้กราฟดงัภาพประกอบ 7(ก) จะเห็นว่ากระบวนการวิวฒัน์
ส าหรับสถานะเร่ิมต้น ( )22 0 1 =  มีรูปแบบท่ีแตกต่างกับของสถานะเร่ิมต้น ( )44 0 1 =  ใน
ภาพประกอบ 6 อย่างชัดเจน นั่นก็คือ การมีอยู่ของยอดวกกลับ ท่ีเวลา  ct  ภาพประกอบ  
7(ก) แสดงให้เห็นว่า ท่ีเวลา 

ct t   กระบวนการวิวฒัน์เป็นกระบวนการเพิ่มอตัราเร็ว และท่ีเวลา 

ct t  กระบวนการวิวฒัน์เปล่ียนไปเป็นกระบวนการลดอตัราเร็วแล้วจึงคอ่ยๆ ลู่เข้าสู่สมดลุความ
ร้อน ส าหรับการมีอยู่ของยอดวกกลบันี  ้ยงัสามารถแสดงได้อีกด้วยว่า จะมีเพียงหนึ่งยอดเท่านัน้ 
โดยรายละเอียดการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์มีดงัตอ่ไปนี ้
 

จาก 
2   และ 1   ในสมการท่ี (3.17) คา่ 1  สามารถเขียนได้ในเทอมของ 

2 เป็น 
                                          1 2

PG = ,                (4.2) 
เม่ือ 

1 2 1p =   , 



  31 

และ                                          
1

2

1

1

1

P
G





 
− 

 = 
 

+ 
 

.                                                     (4.3) 

น าสมการท่ี (4.2) แทนในสมการท่ี (3.14) จะได้ ( )22f t   ในเทอมของ ( )2 t   เป็น  

( ) ( ) ( )
2 2

221 2 2
22 22 2 2 2 2 2 22 2

( )
( ) ( ( )) 1 [ 1 ] (1 )[ 1 ]P P P p

f t f t G p G G     
 

−  
= = − + − + + − + +  (4.4) 

บทตัง้ : ( )22 2f   เป็นฟังก์ชนัลดทางเดียว (monotonic decreasing function) 
การพสูิจน์ : จากสมการท่ี (4.4) พิจารณาอนพุนัธ์เทียบกบั 

2  ดงัตอ่ไปนี ้

                     ( ) ( )( ) ( )
2

22 2
22 2 2 2 2 2

2

( ) 1 1 [ 1 ]P Pd
f G p p G

d
   

 

− 
= − − + − +  

                                             ( ) ( )
2

21 1 2
2 2 2 2

( ) [ 1 ]P PG p pG  


− − 
− − +  

                 ( )( ) ( )
2

2
1 2

2 2 2 2 2

( )
4 1 1 [ 1 ]p p p p

pG G G   


− 
+ + − − + + .        (4.5) 

สงัเกตวา่ เฉพาะเทอมท่ีสามในสมการท่ี (4.5) อาจเป็นบวกได้ ดงันัน้เราอ้างวา่ 

                ( )( ) ( )
( )

2
2

21

2 2 2 2 2
4 1 1 [ 1 ] 0p p P

p
pG G G   



−


+ − − + +  . 

ในเบือ้งต้น สงัเกตวา่ 

( )( ) ( )1

2 2 24 1 1 4 1p ppG G pG G  − + −  + และ ( )
( ) ( )

2 2
2

2 2

2 2 2
1 1P

p p
G

 

    
− + +  − +  

     

. 

ดงันัน้ 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
2

2 21

2 2 2 2 2 2
4 1 1 1 4 1 1p p P

p p
pG G G pG G   

 

−
    

+ − − + +  + − +  
      . 

จากเทอมทางด้านขวาของอสมการ สมมตใิห้ 

           ( )
2 2

24 (1 ) (1 ) 0Gp G p + − +     หรือ 
2

2 1

2

1

1
1 ( )(1 ) 1 :

2
G F



  
 + + − = 

 
 

 

เน่ืองจากส าหรับท่ี 1  หนึ่งๆ สามารถแสดงได้ว่า 
2

0
lnG




  ซึง่เป็นผลให้ 2 0G    (เพราะ 

0G  ). เพราะฉะนัน้ 
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1

max 2 1

1

1

( )

1

G G




 
− 

 =  =  =
 

+ 
 

. 

ในล าดบัตอ่ไป เน่ืองจาก 
2   ,  

             
2

1
min 2 2

1

1
( ) 1 (1 ) 1

2
F F






   
 =  = = + + − 
   

. 

จาก maxG  และ 
minF  โดยอาศัยอสมการ 4 3 26 10 2 1 0y y y y− + + +   สามารถแสดงได้ว่า 

(
1y = ) 

max minG F ซึ่งเป็นการขดัแย้งกบัข้อสมมติ ดงันัน้ข้อกล่าวอ้างจึงเป็นจริงและได้ว่า 

22 2 2( ) 0df d   .     
                                                                                                                        # 

ทฤษฎีบท : ส าหรับสถานะเร่ิมต้น ( )22 0 1 = , ( )S t จะมียอดวกกลบัเพียงยอดเดียว 

ก า รพิ สู จ น์  : จ า ก  
2  ใน ส ม ก า ร ท่ี  (3.17) จ ะ ไ ด้ ว่ า  2

20 1



  + .  เ น่ื อ ง จ า ก 

22 2( 0) 0f  =   และ
22 2( 1) 0f  =   ดงันัน้จากบทตัง้ขัน้ต้นแสดงได้ว่า 22 2( )f   มีรากเพียง

รากเดียว และเพราะ 2 ( )t  เป็นฟังก์ชนัหนึ่งต่อหนึ่ง
22( )f t จึงมีรากเพียงรากเดียวด้วย ซึ่งท าให้

เราได้ทฤษฎีบท                                                     
                                                                                                                        # 

เป็นท่ีสงัเกตว่า ในกรณีท่ี 1 ท่ีมีสถานะเร่ิมต้นเป็น ( )44 0 1 =  จะไม่ปรากฎยอดวกกลบั เน่ืองจาก
ทุกเทอมใน ( )44f t  เป็นลบ ซึ่งหมายความว่ากระบวนการวิวัฒน์โดยรวมเป็นกระบวนการเพิ่ม
อตัราเร็วจนกระทัง่ระบบคอ่ยๆ ลูเ่ข้าสูส่มดลุความร้อนโดยไมมี่กระบวนการลดอตัราเร็วเกิดขึน้เลย 
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ภาพประกอบ 7 (ก) สถานะเร่ิมต้น ( )22 0 1 =  ก าหนดให้ 0.8kT =  คงท่ี (ข) สถานะเร่ิมต้น 

( )11 0 1 =  ก าหนดให้ 0.5kT =  คงท่ี และ 0.1g =  (เส้นทบึ), 0.5g =  (เส้นประ),  
0.8g =  (เส้นจดุ) พารามิเตอร์อ่ืนๆ : 1 = , 0.05 = .  

 

3.3. กรณีที่ 3 ( ( )11 0 1 = ) 
จากภาพประกอบ 7(ข) ส าหรับสถานะเร่ิมต้น ( ) 1 10S E E =  หรือ ( )11 0 1 =   

จะเห็นว่ากระบวนการวิวฒัน์มีความคล้ายคลึงกบักรณีท่ี 2 ซึ่งมียอดวกกลบัท่ีเวลา ct  (คา่ ct  อาจ
ไม่เท่ากบั ct  ในภาพประกอบ 7(ก) พอดี) ซึ่งแสดงถึงจดุเปล่ียนอย่างฉับพลนัระหวา่งกระบวนการ
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เพิ่มอตัราเร็วและลดอตัราเร็ว จากการพิจารณาการค านวณเชิงตวัเลขในหลายๆ ตวัอย่างพบว่า
ยอดวกกลบัในกรณีนีจ้ะมีเพียงยอดเดียว เชน่เดียวกบัในกรณีท่ี 2  
 

3.4. กรณีที่ 4 ( ( )33 0 1 = ) 
ส าหรับกรณีนี ้ซึ่งมีสถานะเร่ิมต้นคือ ( ) 3 30S E E =  หรือ ( )33 0 1 =  จะท า

การแบง่กระบวนการวิวฒัน์ ออกเป็นสองกรณียอ่ยดงัตอ่ไปนี ้
 

3.4.1. พฤตกิรรมยอดวกกลับคู่  (Double cusp behaviour) 

จากการส ารวจการค านวณเชิงตวัเลขในกรณีต่างๆ  ได้พบรูปแบบพฤติกรรมท่ี
น่าสนใจเช่นในภาพประกอบ 8(ก) ซึ่งให้ 0.8g =  คงท่ีและ 0.4kT =  (เส้นประ) ได้ปรากฎยอด
วกกลบัสองยอดท่ีเวลา 

1c
t  และ 

2ct  ซึ่งแสดงวา่ มีกระบวนการเพิ่มอตัราเร็วและการลดอตัราเร็วถึง
สองครัง้ก่อนเข้าสู่สมดลุ และหากถ้าลดอณุหภูมิ T  ให้ต ่าลงเร่ือยๆ เวลา 

2ct  จะมีค่ามากขึน้และ
ไปสู่อนนัต์เม่ืออุณหภูมิ T  เข้าสู่ศนูย์ (ตามเส้นทึบ) ซึ่งแสดงว่าจะมียอดวกกลบัเพียงยอดเดียวท่ี
อุณหภูมิเป็นศูนย์ จากตัวอย่างในภาพประกอบ 8 (ข) ซึ่งให้ 0.7kT =  คงท่ี และ 0.3g =  
(เส้นประ) พบว่ามียอดวกกลบัสองยอดเช่นกัน และถ้าลดความแรงอนัตรกิริยาระหว่างคู่คิวบิต g  
ลงเร่ือยๆ เวลา 

2ct จะมีค่ามากขึน้เร่ือยๆ (ตามเส้นทึบ)และไปสู่อนันต์เม่ือ g  เข้าสู่ศูนย์ ซึ่ง
หมายความว่า จะมียอดวกกลบัเพียงยอดเดียว เม่ือความแรงอนัตรกิริยาระหว่างคิวบิตเป็นศนูย์ 
ซึง่ก็คือกรณีของหนึง่ควิบตินัน่เอง 
 

3.4.2. จุดต ่าสุดเดี่ยวราบร่ืน  (Smoothed single minimum) 

พิจารณาเส้นประในภาพประกอบ 8(ก) เม่ืออุณหภูมิ T  มีค่าเพิ่มขึน้ พบว่า 
2ct  

จะเข้ามาใกล้กับ 
1c

t  (
1c

t  มีการเปล่ียนแปลงน้อยมากเสมือนตรึงอยู่กับท่ี) จนกระทั่งท่ีอุณหภูมิ
เหมาะสมคา่หนึ่ง 

2ct จะเท่ากบั 
1c

t  ซึ่งแสดงตามเส้นจดุในภาพประกอบ 8(ก) เม่ือเพิ่มอณุหภูมิ T  
ขึน้ไปอีกกราฟจะเป็นตามเส้นประ-จดุ (dot- dashed line) เน่ืองจากเส้นกราฟทัง้สองนีมี้จดุต ่าสุด
เพียงจดุเดียวและมีลกัษณะราบร่ืน (smooth) แทนท่ีจะเป็นปลายแหลมแบบกรณีของยอดวกกลบั 
จงึเรียกกรณีนีว้่า จดุต ่าสดุเดี่ยวราบร่ืน อย่างไรก็ดีในทางฟิสิกส์ การวิวฒัน์ในกรณีนีก็้มีพฤติกรรม
เหมือนกบักรณีของหนึ่งยอดวกกลบั เพียงแตก่ารเปล่ียนจากกระบวนการเพิ่มอตัราเร็วไปเป็นการ
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ลดอตัราเร็วเป็นแบบราบร่ืนแทนท่ีจะเป็นแบบฉับพลนั ส าหรับภาพประกอบ 8(ข) ก็มีพฤติกรรมใน
ลกัษณะเดียวกับท่ีกล่าวมานี ้เพียงแต่อุณหภูมิจะคงท่ี ในขณะท่ีค่าความแรงอันตรกิริยา g  จะ
เปล่ียนแปลงไป 

จากค าอธิบายข้างต้น เห็นได้ชดัว่าการเปล่ียนจากยอดวกกลบัคูไ่ปเป็นจดุต ่าสุด
เด่ียวราบร่ืนเร่ิมเกิดเม่ือ    

1 2c ct t=  (เส้นประในภาพประกอบ 8) ซึ่งสอดคล้องกับพารามิเตอร์ท่ี
เหมาะสมท่ีท าให้ได้ว่า 

33 0f =  และ 33 0f =   ท่ีเวลาดงักล่าวนี ้จากเง่ือนไขนี ้ท าให้ได้แผนภาพใน
การแสดงอาณาบริเวณของพารามิเตอร์ท่ีการวิวฒัน์มีพฤติกรรมแบบยอดวกกลบัคู่ (สีเทา) และ
แบบจุดต ่าสุดเด่ียวราบร่ืน (สีด า) ซึ่งแบ่งกัน้ด้วยขอบเขตร่วมท่ีสอดคล้องกันเง่ือนไขข้างต้นดัง
ภาพประกอบ 9(ก) ในท่ีนีท่ี้แกน g  และ T  จะสอดคล้องกบักรณีของหนึ่งยอดวกกลบัและเม่ือให้
คา่ g  คงท่ี (หรือ T   คงท่ี) จะมีกระบวนการเพิ่มอตัราเร็วและลดอตัราเร็วในทกุอณุหภูมิ T  (หรือ
ทกุความแรงอนัตรกิริยาของคูค่ิวบิต g ) โดยมีแนวโน้มท่ีจะพบ พฤติกรรมยอดวกกลบัคูท่ี่อณุหภูมิ
ต ่า (หรือท่ีความแรงอันตรกิริยาของคู่คิวบิตน้อย) นอกจากนีค้่าของจุดต ่าสุดของเส้นประ-จุดใน
ภาพประกอบ 8(ก) จะค่อยๆสูงขึน้เร่ือยๆ เม่ืออุณหภูมิมีค่าสูงขึน้และเม่ืออุณหภูมิมีค่าสูงพอ
รูปกราฟจะมีลกัษณะคล้ายกบัในภาพประกอบ 6 ของกรณีท่ี 1 ซึ่งหมายความว่ากระบวนการลด
อตัราเร็วจะสามารถละเลยได้ท่ีอณุหภมูิสงูพอ    
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ภาพประกอบ 8 สถานะเร่ิมต้น ( )33 0 1 =  (ก) ก าหนดให้ 0.8g =  คงท่ี และ 0.1kT =   
(เส้นตอ่เน่ือง), 0.4kT = (เส้นประ), 0.6kT =  (เส้นจดุ), 0.8kT =  (เส้นประ-จดุ)  

(ข) ก าหนดให้ 0.7kT =  คงท่ี และ 0.1g = (เส้นตอ่เน่ือง), 0.3g = (เส้นประ), 0.7g =  
(เส้นจดุ), 0.8g = (เส้นประและจดุ) พารามิเตอร์อ่ืนๆ : เลือกเป็น 1 =  , 0.05 = . 
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ภาพประกอบ 9 บริเวณสีเทาแสดงถึงบริเวณท่ีพบพฤติกรรมยอดวกกลบัคูแ่ละบริเวณสีด าแสดงถึง
กรณีจดุต ่าสดุเดี่ยวราบร่ืน (ก)ก าหนดให้ 1 =   คงท่ี (ข) ก าหนดให้ 0.5kT =  คงท่ี และ 

g =  (เส้นสีขาว) พารามิเตอร์อ่ืนๆ : 1 = , 0.05 = . 
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ภาพประกอบ 9(ข) แสดงแผนภาพของทัง้สองบริเวณท่ี g   และ g   สงัเกตว่า
ภาพประกอบ 9(ข) มีสมมาตรเทียบกับเส้น g =  (เส้นขาว) ซึ่งเป็นผลเน่ืองมาจากการท่ี
พลศาสตร์โดยรวมของการวิวฒัน์ไมเ่ปล่ียนแปลงภายใต้การสลบัท่ีของพารามิเตอร์   และ g   

จากภาพประกอบ 9(ข) ส าหรับ   คงท่ี (หรือ g  คงท่ี) จะเกิดกระบวนการเพิ่มอตัราเร็ว
และลดอัตราเร็วในทุกความแรงอันตรกิริยา  g  (หรือทุกความถ่ี   ) โดยมีแนวโน้มท่ีจะพบ
พฤติกรรมยอดวกกลับคู่ท่ี g  ต ่า (หรือ   สูง) ส าหรับกรณี g   (ความแรงอนัตรกิริยาของคู่ 
คิวบิตแบบอ่อน) และมีแนวโน้มท่ีจะพบพฤติกรรมยอดวกกลับคู่ท่ี g  สูง (หรือ   ต ่า) ส าหรับ
กรณี  g   (ความแรงอนัตรกิริยาของคูค่วิบิตแบบแข็ง) 

เม่ือพิจารณาภาพประกอบ 9 (ก ) และ (ข ) พ ร้อมๆกัน จะพบว่าบริเวณ สีด าใน
ภาพประกอบ 9 (ข) จะมีขนาดใหญ่ขึน้เม่ืออุณหภูมิสูงขึน้ ซึ่งแสดงว่า กระบวนการลดอัตราเร็ว
สามารถละทิง้ได้ท่ีอุณภูมิสูงพอ ไม่ว่าความแรงอันตรกิริยาของคู่คิวบิตจะอ่อนหรือแข็งก็ตาม 
อย่างไรก็ดี ส าหรับกรณีท่ีอณุหภูมิ T  คงท่ี (ขนาดบริเวณสีด าคงท่ี) คา่ g  ท่ีเพิ่มขึน้จากแบบอ่อน  
( g  )  ไปแบบแข็ง ( g  ) จะไมส่ามารถท าลายกระบวนการลดอตัราเร็วได้ โดยกระบวนการ
จะเปล่ียนจากพฤติกรรมยอดวกกลบัคู่ (สีเทา) ไปสู่จุดต ่าสุดเด่ียวราบร่ืน (สีด า) และกลบัไปเป็น
พฤตกิรรมยอดวกกลบัคูอี่กครัง้ 
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บทที่ 5 
สรุปผลการวิจัย 

 
จากการศึกษาวิจยัลิมิตเวลาของอตัราเร็วเชิงควอนตมัของระบบหนึ่งคิวบิตท่ีสัมผสักับ

อ่างความร้อนท่ีอุณหภูมิจ ากัดภายใต้การประมาณ บอร์น - มาร์คอฟ พบว่า กระบวนการวิวฒัน์
อาจเกิดการเปล่ียนจากกระบวนการเพิ่มอตัราเร็วไปเป็นการลดอตัราเร็วแบบฉับพลนัท่ีเวลาหนึ่ง
ก่อนเข้าสู่สมดลุความร้อนได้ เราเรียกจดุเปล่ียนนีว้่า ยอดวกกลบั จากการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์
แสดงได้ว่า ยอดวกกลบันีจ้ะมีเพียงยอดเดียวและการปรากฏของยอดวกกลบัจะเกิดขึน้ก็ต่อเม่ือ
สถานะเร่ิมต้นมีประชากรในสถานะกระตุ้นมากกว่าสถานะพืน้ เม่ือก าหนดให้สถานะเร่ิมต้นของ
เมทริกซ์ความหนาแนน่ลดรูปของควิบิตไมมี่สมาชิกนอกแนวทแยงมมุ 

จากนัน้การวิจัยนีไ้ด้ขยายไปสู่ระบบสองคิวบิตท่ีมีอันตรกิริยาต่อกัน โดยแต่ละคิวบิต
สมัผสักบัอ่างความร้อนท่ีอณุหภูมิจ ากดั ภายใต้การประมาณ บอร์น – มาร์คอฟ สถานะเร่ิมต้นใน
งานวิจยันีจ้ะก าหนดให้เป็นสถานะไอเกนของพลงังานของระบบคูค่ิวบิต เราได้ศกึษากระบวนการ
วิวฒัน์ของระบบคูค่ิวบตินีส้ าหรับสถานะเร่ิมต้นดงักล่าวก่อนเข้าสู่สมดลุความร้อน ซึ่งแบง่ได้เป็นส่ี
ประเภทดงัตอ่ไปนี ้

รูปแบบท่ีหน่ึง: เป็นกระบวนการวิวฒัน์ท่ีปรากฎยอดวกกลบัเพียงยอดเดียวซึ่งแสดงถึง
กระบวนการท่ีเปล่ียนจากการเพิ่มอตัราเร็วไปสู่การลดอตัราเร็วแบบฉับพลนั เช่นเดียวกบัท่ีเกิดขึน้
ในระบบหนึง่ควิบติ  

รูปแบบท่ีสอง: เป็นกระบวนการวิวฒัน์ท่ีมีการเพิ่มอตัราเร็วเพียงอย่างเดียวก่อนคอ่ยๆ 
ลู่เข้าสู่สมดลุความร้อน โดยไม่ปรากฏกระบวนการลดอตัราเร็วหรือยอดวกกลบั รูปแบบนีจ้ะเกิด
เม่ือสถานะเร่ิมต้นเป็นสถานะพืน้เทา่นัน้ 

รูปแบบท่ีสาม: เป็นกระบวนการวิวฒัน์ท่ีมียอดวกกลบัสองยอดก่อนเข้าสู่สมดลุความ
ร้อน ซึง่เป็นลกัษณะเฉพาะของระบบสองคิวบิต ท่ีแสดงว่าจะเกิดกระบวนการเพิ่มอตัราเร็วและลด
อตัราเร็วถึงสองครัง้ก่อนเข้าสู่สมดลุความร้อน จากการค านวณเชิงตวัเลขในหลายๆตวัอย่างพบว่า 
ตวัแบบท่ีใช้ในงานวิจยันีจ้ะมียอดวกกลบัได้มากท่ีสดุเพียงสองยอด แต่อย่างไรก็ดีในบางตวัแบบ
อาจปรากฏจ านวนยอดวกกลบัหลายยอดก็เป็นได้ ตวัอยา่งเชน่ (Cheng, Zhang, & Xu, 2018)  

รูปแบบท่ีส่ี: เป็นกระบวนการวิวฒัน์ท่ีมีพฤติกรรมคล้ายกับรูปแบบท่ีหนึ่งเพียงแต่การ
เปล่ียนกระบวนการจากการเพิ่มอัตราเร็วไปสู่การลดอตัราเร็วเป็นแบบราบร่ืนแทนท่ีจะเป็นแบบ
ฉับพลนั ซึ่งเราเรียกว่า จุดต ่าสุดเด่ียวราบร่ืน รูปแบบนีอ้าจพิจารณาเป็นรูปแบบท่ีสามได้เม่ือยอด
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วกกลบัสองยอดมารวมกนัส าหรับคา่พารามิเตอร์ตา่งๆท่ีเหมาะสม กระบวนการในลกัษณะนีจ้ะไม่
พบในระบบหนึง่ควิบติ 

จากการศึกษาพบว่า กระบวนการเพิ่มอัตราเร็วและลดอัตราเร็วสามารถเกิดได้ในทุก
รูปแบบของกระบวนการ (ยกเว้นรูปแบบท่ีสอง) และทุกพารามิเตอร์รวมถึงอุณหภูมิ ด้วย 
นอกจากนีย้งัพบอีกว่าพฤติกรรมยอดวกกลบัคูจ่ะมีแนวโน้มเกิดขึน้ท่ีอณุหภมูิต ่าๆหรือคา่ความแรง
อนัตรกิริยาระหว่างคิวบิตน้อยๆ (หรือมากๆ) ส าหรับค่าความแรงอันตรกิริยาระหว่างคิวบิตแบบ
อ่อน (แบบแข็ง) และเม่ืออณุหภูมิมีคา่สงูพอ กระบวนการลดอตัราเร็วในรูปแบบท่ีส่ีจะสามารถละ
ทิง้ได้ ในขณะท่ีคา่ความแรงอนัตรกิริยาสงูๆจะไม่สามารถท าลายกระบวนการลดอตัราเร็วได้ จาก
การวิจยันี ้ผู้วิจยัคาดหวงัว่า ผลลพัธ์ตา่งๆท่ีได้จะสามารถใช้เป็นฐานความรู้ท่ีเป็นประโยชน์ในการ
อธิบายอตัราเร็วในการค านวณเชิงควอนตมัหรือการส่ือสารเชิงควอนตมัท่ีอณุหภมูิจ ากดัได้ 
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ภาคผนวก 

จากสมการท่ี (3.11) ส าหรับสถานะเร่ิมต้น 1 1(0) E E =  พิจารณา 

 
( )

( ) ( )( ) 1 1
2 2

2

1 2 22

1 2

1
( ) ( ) ( ) 1D t

DTr t t Tr t X Y Y e e
     − −− + −     + − = − + −          

                                       ( ) ( )( ) 2 2
2 2

2 1 1 1D tY X X e e − −− + −   − + −   
  

                       ( ) ( ) ( )1 2 1 21 2

1 2 2 2 3D D D
t

X Y Y Y e e e e
  

−  + −  +− −− − − +   + − + + −   
  

                                       ( ) ( ) ( )( ) 1 1
2 2 2

2

1 2 22 1D tX Y Y e e− − − + −   + + −   
  

                                       ( ) ( ) ( )( ) 2 2
2 2 2

2

2 1 12 1D tY X X e e− − − + −   + + −   
  

                                       ( )( ) ( ) ( )1 2 1 21
2 2

1 2 2 2 4D D
t

X Y e e e
 

−  + −  +−− −  − + −
 

  

                                       ( )( ) ( ) ( )1 2 1 22
2 2

1 2 2 2 4D D
t

X Y e e e
 

−  + −  + −− −  − + −
 

  

                                        ( ) ( ) ( )1 2 1 2
2 2

1 24 1D t
X Y e e

−  + −  +− −  + −
  

  

โด ย ท่ี    ( )1 1X N + = ,   ( )( )1 1 1X N − = + ,   ( )2 2Y N + = ,   ( )( )2 2 1Y N − = +   
เม่ือ 1i D  หรือก็คือ 1D  สมการข้างต้นจดัรูปได้เป็น 

 
( )

( )( ) ( ) ( )   1

4
2 2

1 2 2 12

1 2

( ) ( ) ( ) 1 2 2 1
t

D DTr t t Tr t N N N e


        −   + − = + + +     
  

                                    ( )( ) ( ) ( )   22

2 1 1 21 2 2 1 t

DN N N e    − + + + +     
                    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2

1 2 1 2 1 21 2
t

DN N N N e    
−  +

− + + +  +     
                   ( ) ( ) ( ) ( )   122 2

1 1 2 2 12 2 1 2 2 1 t

DN N N N e     −    − + + + +       
                   ( ) ( ) ( ) ( )   222 2

2 2 1 1 22 2 1 2 2 1 t

DN N N N e     −    − + + + +       
                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 222

1 1 2 1 22 1 1 4 2
t

DN N N e   
−  + + + + +  +           
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DN N N e   
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2 2 2

1 2 1 24 1 1
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DN N e  
−  + − + +  +              

จากสมการท่ี (3.18) ( ) 1
1

1
1

2
N 



 
= − 

 
 และ ( ) 2

2

1
1

2
N 



 
= − 

 
 สมการข้างต้นจัดรูป

ใหมไ่ด้เป็น  
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    
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   

  
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เม่ือ ( )11f t  เป็นไปตามสมการท่ี  (3.13) ส าหรับ ( )22f t , ( )33f t  และ  ( )44f t  ในสมการท่ี 
(3.14), (3.15) และ (3.16) ตามล าดบั ก็สามารถจดัรูปได้ดงัขัน้ตอนในท านองเดียวกนั 
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