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การวิจยัครัง้นีม้ีวตัถุประสงคเ์พื่อศึกษา (1) ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต

ของนกัเรียนระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้ และ (2) กลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูน์ ซึ่งเป็นการวิจยัเชิง
คุณภาพ โดยใชก้รอบแนวคิดจากรูปแบบการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของ  Yang และ Lin 
(2008) ซึ่งประกอบดว้ย ดา้นความรูพ้ืน้ฐาน ดา้นสถานะเชิงตรรกะ ดา้นการใหข้อ้สรุป ดา้นความทั่วไป และดา้น
การประยุกต ์นกัเรียนที่เขา้ร่วมการวิจยัเป็นนักเรียนชัน้มธัยมศึกษาปีที่  3 จ านวน 6 คน ซึ่งเคยเรียนการพิสจูน์
ทางเรขาคณิตในชัน้เรียน เก็บรวบรวมขอ้มลูโดยการใหน้กัเรียนอ่านบทพิสจูน์ ตอบค าถาม และการสมัภาษณ์
แบบงานเป็นฐาน วิเคราะหข์อ้มลูดว้ยการวิเคราะหเ์ชิงเนือ้หา และวิเคราะหบ์ทสมัภาษณ์ ผลการวิจยัพบว่า (1) 
นกัเรียนมีความเขา้ใจในแต่ละดา้นแตกต่างกัน โดยนกัเรียนส่วนใหญ่เขา้ใจความหมายค าศพัท ์สญัลกัษณ ์รูปที่
ประกอบการพิสจูน ์และขอ้ความพิสจูน ์สามารถระบุสถานะของขอ้ความได  ้ระบุสมบตัิที่น ามาใชใ้นการพิสจูน ์
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เงื่อนไขที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุปของการพิสจูน์ และแนวคิดหลกัของบทพิสจูนไ์ด  ้นกัเรียนบางส่วนพิจารณา
ความสมเหตุสมผลในรายละเอียดของบทพิสจูนเ์พื่อตดัสินความถูกตอ้งของการพิสจูน์ แต่ส่วนใหญ่ยงัมีปัญหา
ในการประยกุตแ์นวคิดที่ไดจ้ากการอ่านไปพิสจูนข์อ้ความที่ซบัซอ้นมากขึน้ (2) กลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจ
การพิสูจน์ทางเรขาคณิต ไดแ้ก่ การระบุส่ิงที่ก าหนดให้และส่ิงที่ต้องพิสูจน์ การก าหนดสัญลักษณ์บนรูปที่
ประกอบการพิสูจน์ การย้อนดูรูปเพื่อเพิ่มความเข้าใจ  การพิจารณาความถูกต้องของการพิสูจน์ และการ
พยายามสรา้งบทพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านบทพิสจูน ์
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This study set out to investigate (1) the nature of junior high school students’ proof 

comprehension in geometry and (2) the reading comprehension strategies. The qualitative inquiry 
was grounded in Yang and Lin’s (2008) model of reading comprehension in geometry proofs, 
comprising five dimensions: foundational knowledge, logical status, summary, generality, and 
application. The participants consisted of six Grade 9 students who had previously been introduced 
to geometric proofs. Data were collected through reading proofs, written responses, and task-based 
interviews. Using a content analysis approach. Findings indicated that (1) students exhibited varying 
degrees of comprehension across the five components. Most were able to understand the meaning 
of terms, symbols, figures, and statements. They can identify the logical status, applied properties, 
and logical relationships among the statements in the proof. Nevertheless, some students can 
identify the premises, the necessary conditions for deriving conclusions, and the main idea of the 
proof. Some students consider the plausibility of the proof's details to judge its validity. However, 
most still struggle to apply the concepts from reading to prove more complex proofs. (2) Reading 
comprehension strategies include identifying given and what is to be proved, identifying symbols on 
figures, referring back to figures to enhance understanding, considering the validity of the proof, and 
attempting to recompose an alternative proof after reading. 

 
Keyword : proof comprehension, reading comprehension strategies, geometry proof 
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บทที ่1 
บทน า 

ภูมิหลัง 
การพิสจูนไ์ม่ไดเ้ป็นเพียงการท าความเขา้ใจมโนทศัน ์และกระบวนการคิดเท่านัน้ แต่ยัง

ตระหนกัถึงแนวคิดของบทนิยาม และกระบวนการคิดท างานอย่างไรและท าไม การพิสจูนไ์ม่เพียง
ส าคัญต่อการให้เหตุผลทางคณิตศาสตร ์แต่ยังรวมถึงการปฏิบัติ และการท าความเข้าใจ
คณิตศาสตร ์การพิสจูนม์ีความจ าเป็นต่อการสรา้ง พฒันาความรู ้และการสื่อสารทางคณิตศาสตร ์ 
(Inam, Ugurel, & Boz Yaman, 2018, pp. 339-340) ซึ่งหลกัสตูรแกนกลางการศึกษาขัน้พืน้ฐาน
ไดส้อดแทรกการพิสูจนใ์หน้ักเรียนเริ่มเรียนการพิสูจนใ์นระดับมัธยมศึกษาตอนตน้ในเรขาคณิต 
เพื่อใหน้กัเรียนมีความรูพ้ืน้ฐานในการพิสจูน์ในระดบัที่สงูขึน้ หรือเรียนหลกัสตูรเฉพาะทางที่มีการ
พิสูจนเ์ขา้มาเก่ียวขอ้ง ท าใหเ้ขา้ใจในเนือ้หาไดอ้ย่างลึกซึง้ ตัง้แต่การอ่านบทนิยามตลอดจนการ
พิสูจนท์ฤษฎีบท และยังช่วยใหน้ักเรียนสามารถท าความเขา้ใจในหลักการทางคณิตศาสตรท์ี่มี
เนือ้หาสงูขึน้ไดไ้ม่ยาก 

การเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิตในโรงเรียนระดับมัธยมศึกษา โดยทั่วไป
ขอ้สรุปในทฤษฎีบทไดม้าจากการสนันิษฐานว่าสมมติฐานเป็นจริง และการเรียนพิสูจนเ์ป็นแบบ
ประโยคเงื่อนไข “ถ้า  แล้ว ” โดยทั่วไปยอมรบัเงื่อนไขใน  และอนุมานว่า  ก็เป็นเช่นนั้น 
(Mejia-Ramos, Fuller, Weber, Rhoads, & Samkoff, 2012, p. 9) และในขณะเดียวกันวิธีการ
ประเมินความเขา้ใจการพิสูจน์ทั่วไปมักจะตัง้ค าถามว่า “จงพิสูจนท์ฤษฎีบท” หรือ “จงบอกและ
พิสจูนท์ฤษฎีบท” หรือใหน้กัเรียนพิสจูนผ์ลลพัธท์ี่ซบัซอ้น (Conradie & Frith, 2000, p. 225; Inam 
et al., 2018, pp. 340-341) โดยการใหท้ าซ า้หรือแกไ้ขเล็กนอ้ยเพื่อพิสูจนท์ฤษฎีบทที่คลา้ยคลึง
กัน การประเมินความเขา้ใจการพิสูจน์ในลักษณะนีน้ักเรียนมีแนวโน้มที่จะพัฒนาความเขา้ใจ  
การพิสจูนเ์พียงผิวเผินโดยเนน้รูปแบบมากกว่าการท าความเขา้ใจ (Mejia-Ramos et al., 2012, p. 
9) 

การพิสจูนข์อ้ความซ า้ไดอ้ย่างสมบูรณแ์บบอาจบ่งชีไ้ดแ้ค่ความสามารถในการจดจ าของ
นกัเรียน ซึ่งนกัเรียนไม่ไดเ้ขา้ใจสิ่งที่ก าลงัพิสจูนอ์ยู่ การประเมินเช่นนีท้  าใหก้ารอ่านการพิสจูนไ์ม่ได้
รบัการประเมินในวิธีที่มีความหมายส่วนหนึ่งเป็นเพราะขาดการประเมินที่ถูกต้องในการวัด  
ความเขา้ใจ (Mejia-Ramos, Lew, de la Torre, & Weber, 2017, p. 131) การอ่านเป็นสิ่งส าคัญ
ในการไดร้บัความเข้าใจจากการฝึกฝน  (Shepherd & van de Sande, 2014) ความสามารถใน
การอ่านและท าความเขา้ใจการพิสูจนเ์ป็นทักษะที่นักเรียนควรพัฒนา (Yang & Lin, 2008) การ
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อ่านเป็นองคป์ระกอบส าคัญในการเรียนการสอน และการอ่านเพื่อความเขา้ใจจึงจ าเป็นต่อการ
เรียนรู้ที่ประสบความส าเร็จ  (Davies, Alcock, & Jones, 2020, p. 181; Shepherd & van de 
Sande, 2014, pp. 75-80) 

การให้นักเรียนได้ฝึกการอ่านซึ่งเป็นทักษะการคาดการณ์ แทบจะไม่ปรากฏการสอน
ลักษณะดังกล่าวในการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร ์การเน้นการอ่านและท า 
ความเขา้ใจการพิสูจนช์่วยใหน้ักเรียนมีแนวคิดที่แม่นย าในการพิสูจน์ (Conradie & Frith, 2000, 
pp. 233-234) การอ่านไม่ไดเ้ป็นเพียงการจ าค าหรือระลึกความหมายได ้แต่ยังเป็นกระบวนการ
สรา้งความเขา้ใจระหว่างผูอ่้านกบัสื่อและเนือ้หา (Conradie & Frith, 2000, p. 225; Inam et al., 
2018, p. 341) ซึ่งแน่นอนว่าการสร้างพิสูจน์ขึน้ใหม่ด้วยตัวเอง ยากกว่าการท าความเข้าใจ 
การพิสูจนท์ี่เสร็จแลว้ของใครคนหนึ่ง (Selden & Selden, 2015) ดังนั้นการประเมินความเขา้ใจ
การพิสูจน์ของนักเรียนจากการอ่านบทพิสูจน์เป็นทางเลือกหนึ่งในการประเมินความเข้าใจ  
การพิสูจน์แทนการให้นักเรียนพิสูจน์ทฤษฎีบทซ า้ หรือการพิสูจน์ข้อความทางคณิตศาสตร์ 
ที่ใกลเ้คียงกบัตวัอย่าง แมว้่าการประเมินการพิสจูนใ์นลกัษณะที่ใหน้กัเรียนอ่านบทพิสจูนแ์ลว้ตอบ
ค าถามที่ก าหนดให้นั้นครูจะใชเ้วลาในการตรวจมากขึน้ ในขณะเดียวกันจะท าให้นักเรียนเห็น
ภาพรวมของการพิสูจน ์พยายามท าความเขา้ใจการพิสูจนแ์ทนการท่องจ า และอาจน าไปสู่การ
ขยายขอบเขตกลยุทธใ์นการพิสจูนข์องนกัเรียน อีกทัง้นกัเรียนจะประหยดัเวลาในการเตรียมตวัแต่
ควรหลีกเลี่ยงการบอกนกัเรียนล่วงหนา้ว่ามีการเตรียมบทพิสูจนไ์วใ้หเ้พราะนกัเรียนอาจคิดว่าไม่
จ าเป็นตอ้งเตรียมตวัก่อนสอบ 

ดังนั้น การประเมินความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตผ่านการอ่านจึงเป็นเรื่องที่
น่าสนใจในการศึกษา ร่วมกบัประสบการณ์ของผูว้ิจัยที่เป็นครูผูส้อนวิชาคณิตศาสตรใ์นระดับชัน้
มัธยมศึกษาตอนต้นพบว่าการเรียนการสอนการพิสูจน์ทางเรขาคณิตเป็นการเรียนแบบแบ่ง  
เนือ้เรียนทีละบท ไม่ไดเ้รียนต่อเนื่องในครัง้เดียวจนจบ โดยเริ่มเรียนเรขาคณิตในชัน้มัธยมศึกษา  
ปีที่ 1 เรื่องการสรา้งทางเรขาคณิต และเริ่มเรียนการพิสจูนท์างเรขาคณิตในชัน้มธัยมศึกษาปีที่ 2 
เรื่องความเท่ากันทุกประการ เนือ้หาการเรียนการสอนส่วนใหญ่เนน้การค านวณหาค่า ไม่ไดเ้น้น
การพิสูจน ์การเขียนการพิสูจนท์ี่ปรากฏในหนังสือเรียนมีแบบเดียวเท่านัน้ คือ แบบสองคอลมัน ์
และค าถามที่พบส่วนใหญ่ใหน้ักเรียนเขียนแสดงการพิสูจนท์ี่อยู่ในรูปแบบ “ถา้  แลว้ ” โดยมี
ลกัษณะใกลเ้คียงกบัตวัอย่าง ไม่ปรากฎการใหน้ักเรียนอ่านการพิสจูนแ์ละตอบค าถามในหนังสือ
เรียนมาก่อน จึงน าไปสู่การศึกษาธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูน์ทางเรขาคณิต และกลยุทธ์
การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของนกัเรียนระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้ 
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ค าถามการวิจัย 
1. ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา

ตอนตน้มีลกัษณะเป็นอย่างไร 
2. กลยุทธ์การอ่านเพื่ อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ

มธัยมศกึษาตอนตน้มีลกัษณะเป็นอย่างไร 

ความมุ่งหมายของการวิจัย 
1. เพื่อศึกษาธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ

มธัยมศกึษาตอนตน้ 
2. เพื่อศึกษากลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของนกัเรียนระดบั

มธัยมศกึษาตอนตน้ 

ความส าคัญของการวิจัย 
เพื่ อทราบธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ

มัธยมศึกษาตอนต้น ซึ่งสามารถใช้เป็นข้อมูลพื ้นฐานในการศึกษาวิจัยเก่ียวกับความเข้าใจ  
การพิสูจน์ทางเรขาคณิตให้ลึกซึง้ยิ่งขึน้ และสามารถขยายขอบเขตของการศึกษาวิจัยจาก
เรขาคณิตไปสู่การพิสูจนส์าขาอ่ืน สามารถใชเ้ป็นขอ้มูลประกอบการปรบัปรุงหลกัสูตรกลุ่มสาระ
การเรียนรูค้ณิตศาสตรส์าระการวัดและเรขาคณิต หรือปรบัปรุงหนังสือเรียนคณิตศาสตรข์อง
นักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนต้นเพื่อเพิ่มเนือ้หาเก่ียวกับการอ่านการพิสูจน์ อีกทั้งผู้ที่มีส่วน
เก่ียวขอ้งทางการศึกษาสามารถใชข้อ้มูลเก่ียวกลยุทธ์ที่ใชใ้นการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจน์
เป็นแนวทางการจัดการเรียนรูเ้ก่ียวกับการพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา
ตอนต้นและระดับที่สูงขึน้ และยังเป็นอีกรูปแบบทางเลือกหนึ่งในการประเมินความเข้าใจ  
การพิสจูนท์างเรขาคณิตของนกัเรียนระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้ 

ขอบเขตของการวิจัย 
นักเรียนทีเ่ข้าร่วมการวิจัย (participants) 

นกัเรียนชัน้มัธยมศึกษาปีที่ 3 โรงเรียนมัธยมศึกษาของรฐัแห่งหนึ่งในส านักงานเขต
พืน้ที่การศึกษามัธยมศึกษากรุงเทพมหานคร เขต 1 จ านวน 6 คน ซึ่งได้มาจากการเลือกแบบ
เจาะจง (purposive sampling) 
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เนือ้หาทีใ่ช้ในการวิจัย 
การพิสูจน์ที่ก าหนดให้นักเรียนที่เข้าร่วมการวิจัยอ่านอยู่ภายใต้บริบทเนือ้หาวิชา

คณิตศาสตรร์ะดับมัธยมศึกษาตอนตน้ เรื่อง  เสน้ขนาน ในสาระที่ 2 การวัดและเรขาคณิต ตาม
มาตรฐานการเรียนรูแ้ละตัวชีว้ัดกลุ่มสาระการเรียนรูค้ณิตศาสตร ์(ฉบับปรบัปรุง พ.ศ. 2560) 
หลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขัน้พืน้ฐาน พทุธศกัราช 2551  

ระยะเวลาทีใ่ช้ในการศึกษา 
ระยะเวลาในการวิจยัครัง้นี ้คือ ภาคเรียนที่ 1 ปีการศกึษา 2567  
โดยก าหนดใหน้ักเรียนอ่านการพิสูจนท์ี่ก าหนดให ้จ านวน 1 การพิสจูน ์ตอบค าถาม 

และสัมภาษณ์ ซึ่งด าเนินการเป็นรายบุคคล ใชเ้วลาประมาณ 60 นาทีต่อคน และเก็บรวบรวม
ขอ้มลูในช่วงเวลาหลงัเลิกเรียน หรือวนัเสาร ์

ข้อตกลงเบือ้งต้น 
1. กรอบแนวคิดเชิงทฤษฎีในการสรา้งและวิเคราะห ์งาน : ความเขา้ใจการพิสจูนท์าง

เรขาคณิต อยู่บนพืน้ฐานรูปแบบการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของ Yang and 
Lin (2008) โดยแบ่งออกเป็น 5 ดา้น ไดแ้ก่  

1) ด้านความรู้พื ้นฐาน เป็นการวัดความเข้าใจเก่ียวกับค าศัพท์ ข้อความ 
สญัลกัษณ ์และรูปภาพที่แนบประกอบการพิสจูน ์สามารถตระหนกัถึงความหมายของสญัลกัษณ์
ที่ปรากฏบนภาพ และสามารถอธิบายและตระหนักถึงความหมายสมบัติของค าศัพท์ที่ใช้ใน  
การพิสจูนไ์ด ้

2) ดา้นสถานะเชิงตรรกะ สามารถวดัความเขา้ใจจากการที่นกัเรียนสามารถระบุ
ไดว้่าขอ้ความพิสจูนส์่วนใหญ่มีสถานะเป็นขอ้ตัง้ (premise) ขอ้สรุป (conclusion) หรือสมบติัที่ใช ้
(applied properties) ตระหนกัถึงเงื่อนไขที่สามารถน ามาใชไ้ดโ้ดยตรงโดยไม่ตอ้งอธิบายเพิ่มเติม 
ตัดสินความสัมพันธ์เชิงตรรกะระหว่างข้อตั้งและข้อสรุป และสามารถบอกได้ว่าการพิสูจน์ที่
ก าหนดใหต้อ้งใชส้มบติัขอ้ใดบา้ง 

3) ด้านการให้แนวคิดหลัก สามารถวัดได้จากการระบุข้อตั้ง ข้อสรุป หรือ
กระบวนการที่ส  าคญั และใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูนไ์ด ้

4) ดา้นความทั่วไป สามารถวดัไดจ้ากการพิจารณาความถูกตอ้งของการพิสจูนท์ี่
ก าหนดให ้และสามารถใชก้ารพิสูจนต์รวจสอบขอ้ความ หรือกระบวนการพิสจูนใ์นสถานการณ์ที่
ก าหนดใหไ้ด ้

5) ดา้นการประยุกต ์สามารถวัดไดจ้ากการที่นักเรียนสามารถประยุกตค์วามรู้
หรือวิธีการจากการพิสจูนท์ี่ก าหนดใหไ้ปสูส่ถานการณห์รือขอ้ความพิสจูนอ่ื์นได ้
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2. กลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต เป็นการกระท าที่นกัเรียน
ท าขณะอ่านโดยมีเป้าหมายเพื่อวางแผน ติดตามขอ้ความ และพยายามในการถอดรหสัขอ้ความ 
ท าความเขา้ใจ และสรา้งความหมายของขอ้ความพิสจูน ์

 

กรอบแนวคิดการวิจัย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 1 กรอบแนวคิดการวิจยั 

 
 
 
 
 
 

ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์าง

เรขาคณิต 

กลยทุธก์ารอา่นเพื่อความเขา้ใจ 

การพิสจูนท์างเรขาคณิต 

 

สรา้งงาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 

อยู่บนพืน้ฐานแนวคิดของรูปแบบการอ่านเพื่อ

ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของ Yang 

and Lin (2008) 

วิเคราะห ์งาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์าง

เรขาคณิต อยู่บนพืน้ฐานแนวคิดของ

รูปแบบการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูน์

ทางเรขาคณิตของ Yang and Lin (2008) 

1) ดา้นความรูพ้ืน้ฐาน 

2) ดา้นสถานะเชงิตรรกะ 

3) ดา้นการใหแ้นวคิดหลกั 

4) ดา้นความทั่วไป 

5) ดา้นการประยกุต ์
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บทที ่2 
เอกสารและงานวิจัยทีเ่ก่ียวข้อง 

เป้าหมายของการศึกษาความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ
มัธยมศึกษาตอนตน้ในเรขาคณิตเพื่อตอบค าถามการวิจัยต่อไปนี ้1) ธรรมชาติของความเขา้ใจ 
การพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนต้นมีลักษณะเป็นอย่างไร และ  
2) กลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของนกัเรียนระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้
มีลกัษณะเป็นอย่างไร 

บทนีน้  าเสนอภาพรวมของการวิจยั เก่ียวกบัหวัขอ้ต่อไปนีเ้พื่อเป็นพืน้ฐานและเหตุผลใน
การศึกษา ซึ่งแบ่งออกเป็น 2 ส่วน ส่วนแรกน าเสนอเก่ียวกับการพิสูจน์ โดยในส่วนนี ้เน้นไปที่ 
การเรียนการสอนการพิสจูนใ์นระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้ ปัจจุบนัการเรียนการสอนการพิสจูนเ์นน้
การเขียนการพิสจูนแ์บบสองคอลมัน ์ยงัไม่มีการสอดแทรกเนือ้หาเก่ียวกบัการอ่านเพื่อความเขา้ใจ
การพิสูจนห์รือความเขา้ใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตในหลกัสตูร หรือหนังสือเรียน และส่วนถัดมา
เป็นการทบทวนเก่ียวกับความเขา้ใจการพิสูจน ์(Mejia-Ramos et al., 2012; Yang & Lin, 2008) 
และแนวคิดเก่ียวกบัการประเมินความเขา้ใจการพิสจูน ์

1. การพิสูจน ์
การพิสูจน์เป็นส่วนส าคัญของคณิตศาสตร์ มีบทบาทส าคัญในการฝึกฝนทาง

คณิตศาสตร ์และควรจัดเป็นเนื ้อหาที่ส  าคัญในการเรียนตั้งแต่ระดับมัธยมศึกษาตอนต้น 
(Komatsu, 2017, p. 129) การพิสจูนไ์ม่ควรถูกใชเ้พียงเพื่อโนม้นา้วนกัเรียนใหเ้ชื่อว่าขอ้ความทาง
คณิตศาสตรเ์ป็นจริง แต่ควรใชเ้ป็นเครื่องมือในการให้ค าอธิบายขอ้ความเหล่านั้น และอ านวย
ความสะดวกในการสื่อสารทางคณิตศาสตรเ์พื่อส่งเสริมความเขา้ใจในการเรียนรูค้ณิตศาสตรข์อง
นกัเรียน (Mejia-Ramos et al., 2017) 

 
1.1 ความหมายของการพิสูจน ์

ชอนฟิลด์ (Schoenfeld) กล่าวว่า “ถ้าการแก้ปัญหาเป็นหัวใจของคณิตศาสตร ์ 
การพิสูจน์ก็เป็นดังจิตวิญญาณ” (Stylianides, 2016, p. 7) เพราะการพิสูจน์เป็นเครื่องมือ  
การคน้พบ วิธีแสดงความจริงทางคณิตศาสตร ์หรือยุทธวิธีที่นักคณิตศาสตรใ์ชแ้สดงวิธีแกปั้ญหา
อย่างแทจ้ริง และการพิสจูนย์งัเป็นการแสดงผลลพัธอ์ย่างเป็นทางการที่มีล  าดบัขัน้ตอนในการอา้ง
เหตผุลเพื่อยืนยันว่าขอ้ความทางคณิตศาสตรเ์ป็นจริงโดยการยอมรบัสจัพจน ์(de Villiers, 2020; 
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Hanna, 2000, p. 7; Hanna & Jahnke, 1996, p. 892; Rocha, 2019, p. 2) การพิสูจน์เป็นการ
ใหเ้หตุผลแบบนิรนัยที่มีอิทธิพลต่อการยอมรบัโดยบุคคลที่เขา้ใจแนวคิดที่เก่ียวขอ้ง (Zaslavsky, 
Nickerson, Stylianides, Kidron, & Winicki-Landman, 2012, p. 216)  ซึ่ ง นั ก ค ณิ ต ศ าสต ร์
ยอมรับข้อเท็จจริงของการยืนยันข้อความทางคณิตศาสตรผ์่านการให้เหตุผลแบบนิรนัยที่
สมเหตุสมผล การพิสูจนเ์ป็นการอธิบายขอ้ความทางคณิตศาสตรโ์ดยละเอียดอย่างมีเหตุผลจาก
ขอ้ความที่ยอมรบัแลว้ว่าเป็นจรงิ เช่น ทฤษฎีบท บทกลบั บทแทรก เป็นตน้ อนึ่งการพิสจูนเ์ป็นหนึ่ง
ในวิธีที่ช่วยใหน้ักเรียนเขา้ใจความหมายของทฤษฎีบทที่ก าลงัพิสจูน ์ไม่ไดเ้ป็นเพียงกระบวนการ
ตรวจสอบว่าเป็นจริง แต่เป็นการพิจารณาขอ้ความว่าท าไมเป็นจรงิ (Hanna, 2000, p. 8) ดงันัน้ใน
การพิสจูนต์อ้งท าความเขา้ใจการพิสจูน ์และโครงสรา้งของการพิสจูน ์เนื่องจากโครงสรา้งของการ
พิสจูนเ์ป็นองคป์ระกอบส าคญัในการพิสจูน ์(McCrone & Martin, 2009, p. 208) 

การศึกษาความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา
ตอนตน้ครัง้นี ้ผูว้ิจัยไดใ้หค้วามหมายของการพิสูจนต์ามสไตลิอาไนดส์ (Stylianides, 2007) ว่า
การพิสูจน์เป็น “การอ้างเหตุผลทางคณิตศาสตร ์ที่มีล  าดับขั้นตอนในการยืนยันการอ้างทาง
คณิตศาสตร”์ ซึ่งมีลกัษณะดงัต่อไปนี:้ 

1. ใชข้อ้ความที่ไดร้บัการยอมรบัจากชุมชนหอ้งเรียน (กลุ่มของขอ้ความที่ไดร้บั
การยอมรบั) ว่าเป็นจรงิ และพรอ้มใชง้านโดยไม่ตอ้งใหเ้หตผุลเพิ่มเติม 

2. ใชรู้ปแบบของการใหเ้หตผุล (รูปแบบการอา้งเหตผุล) ที่ถูกตอ้งและเป็นที่รูจ้ัก 
หรือรว่มกบัแนวคิดของชมุชนหอ้งเรียน 

3. เป็นการสื่อสารของรูปแบบการแสดง (รูปแบบการน าเสนอการอา้งเหตผุล) ที่มี
ความเหมาะสมและเป็นที่รูจ้กั หรือรว่มกบัแนวคิดของชมุชนหอ้งเรียน (p. 219) 

 
1.2 บทบาทของการพิสูจน ์

ในอดีตการพิสจูนเ์ป็นเพียงวาทศิลป์ที่ใชโ้นม้นา้วบุคคลใดบคุคลหนึ่งว่าขอ้ความทาง
คณิตศาสตรเ์ป็นจริง นักคณิตศาสตรท์ าการพิสูจนเ์พราะเชื่อว่าเป็นการโน้มน้าวดว้ยขอ้เท็จจริง 
และความสมเหตสุมผลของการยืนยนัขอ้ความทางคณิตศาสตร ์ หนา้ที่หลกัของการพิสจูนม์ีเพียง
เพื่อยืนยันเหตุผลและตรรกะที่เชื่อว่าเป็นจริง (Rocha, 2019, p. 6; Zaslavsky et al., 2012, p. 
217) และส าหรบันกัเรียนระดบัมธัยมศึกษาการพิสจูนเ์ป็นเพียงการบา้นวิชาเรขาคณิตของนกัเรียน
ระดบัมธัยมศึกษาตอนปลายที่มีความสามารถพิเศษ และไม่ค่อยปรากฏในวิชาคณิตศาสตรร์ะดบั
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มธัยมศึกษาตอนปลายทั่วไป แทบจะไม่ปรากฎในระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้ (Stylianou, Blanton, 
& Knuth, 2009, p. 147) 

ปัจจุบันบทบาทของการพิสูจน์เปลี่ยนแปลงไปอย่างสิน้เชิง  การพิสูจน์มีบทบาท
ส าคัญมากในการเรียนการสอนคณิตศาสตรร์ะดับโรงเรียน และมีความส าคัญมากขึน้ในระดับ
มหาวิทยาลัยโดยเฉพาะหลักสูตรที่เน้นการพิสูจนข์ัน้สูงระดับปริญญาตรี  (Mejia-Ramos et al., 
2017, p. 130) การสอนการพิสูจนใ์นระดับมัธยมศึกษาช่วยส่งเสริมความเขา้ใจทางคณิตศาสตร ์
และมีส่วนช่วยอย่างมากในการเรียนการสอนที่ครูสามารถใชก้ารพิสูจนส์ื่อสารความเขา้ใจทาง
คณิตศาสตร ์(Hanna, 2000, pp. 5-7) และอีกบทบาทหนึ่งของการพิสูจน ์คือ การอธิบายพืน้ฐาน
ที่ใชใ้นการอธิบายขอ้ความทางคณิตศาสตรว์่าสมมติฐานที่ก าหนดใหเ้ป็นจริง  (Zaslavsky et al., 
2012, p. 216) และนักเรียนควรมองว่า “ท าไม” จึงเป็นจริงหรือเป็นเท็จ (Rocha, 2019, p. 7; 
Smith, 2006, p. 75) 

บทบาทของการพิสจูนท์างคณิตศาสตรใ์นระดบัโรงเรียนไดร้บัความสนใจเพิ่มมากขึน้ 
จากชุมชนคณิตศาสตรศึกษาและนกัคณิตศาสตรศึกษาอีกหลายคนที่สนับสนุนว่า การพิสจูนค์วร
เป็นส่วนส าคัญของการเรียนคณิตศาสตรข์องนักเรียนทุกระดับชั้น (Knuth, Choppin, & Bieda, 
2009, p. 153; National Council of Teachers of Mathematics, 2000) การส่งเสริมบทบาทของ
การพิสจูนใ์นหอ้งเรียนตอ้งใชค้วามพยายามเป็นอย่างมาก  บทบาทของครูคณิตศาสตรคื์อดแูลให้
นกัเรียนมีส่วนร่วมในการพิสจูน ์ในทางตรงกนัขา้มถา้นกัเรียนไม่มีส่วนร่วมในการสรา้งความรูจ้าก
การพิสูจน ์การพิสูจนค์งจะไรค้วามหมายและไรจุ้ดมุ่งหมายในการเรียนพิสูจนใ์นสายตานักเรียน 
(Mariotti, 2006) 

นอกจากการพิสูจนม์ีบทบาทในการอธิบายความจริงของขอ้ความทางคณิตศาสตร ์
และช่วยส่งเสริมความเข้าใจการเรียนคณิตศาสตรแ์ล้ว หน้าที่ของการพิสูจน์ยังมีประโยชน ์
(Hanna, 2000) ดงันี ้

1) การทวนสอบ (เก่ียวกบัความจรงิของขอ้ความ) 
2) การอธิบาย (ใหข้อ้มลูเชิงลกึว่าท าไมขอ้ความเป็นจรงิ) 
3) การจดัระบบ (การจดัระบบของผลลพัธท์ี่หลากหลายในการอนมุานตามระบบ

เชิงสจัพจน ์แนวคิดหลกั และทฤษฎี) 
4) การคน้พบ (การคน้พบหรือสรา้งผลลพัธข์ึน้ใหม่) 
5) การสื่อสาร (การถ่ายทอดความรูท้างคณิตศาสตร)์ 
6) การสรา้งทฤษฎีเชิงประจกัษ ์
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7) การส ารวจความหมายของบทนิยาม หรือผลที่ตามมาของสมมติฐาน 
8) การรวมกนัของขอ้เท็จจรงิน าไปสูแ่นวคิดใหม่และมมุมองทศันะใหม่ (pp. 7-9) 

 
1.3 การเรียนการสอนการพิสูจน ์

 
 “จ าเป็นตอ้งมีการพิสจูนใ์นวิชาคณิตศาสตรร์ะดบัโรงเรียนหรือไม่? 
 แน่นอน ฉนัจ าเป็นตอ้งพดูอะไรอีก? แน่นอน” 
     Alan Schoenfeld 
     ที่มา: (Heinze & Reiss, 2009, p. 191) 
 
การสอนการพิสจูนเ์ป็นการช่วยอธิบายจดุก าเนิดความรู ้และการเชื่อมโยงของความรู้

ทางคณิตศาสตร ์ ถ้าการพิสูจน์มีจุดประสงค์เพียงเพื่อแสดงความสมเหตุสมผล ไม่มีความ
จ าเป็นตอ้งใชว้ิธีพิสูจนท์ี่หลากหลาย  มุมมองของการพิสูจนห์ลากหลายวิธีควบคู่กับการพึ่งพา
ตัวอย่างเป็นโครงข่ายของการเชื่อมโยง และความเข้าใจที่ลึกซึง้ของมโนทัศน์ทางคณิตศาสตร ์
(Zaslavsky et al., 2012, p. 217) เหตุผลที่ส  าคัญที่สุดในการเติบโตของความเข้าใจ คือ การ
พิสจูนท์ี่เป็นพืน้ฐานในการเรียนและรูค้ณิตศาสตรซ์ึ่งเป็นพืน้ฐานของความเขา้ใจทางคณิตศาสตร ์
และสิ่งส าคัญในการพัฒนา แสดง และสื่อสารความรูค้ณิตศาสตร ์(Stylianides, 2007, p. 289) 
นอกจากนีน้ักคณิตศาสตรย์ังสรา้งบทพิสูจนท์ฤษฎีบทที่หลากหลาย เพื่อแสดงใหเ้ห็นถึงพลังที่
แตกต่างกันของวิธีการ หรือคน้พบเทคนิคใหม่ (Hanna, 2000) อีกเหตุผลหนึ่งในการสอนพิสูจน ์
คือ “ศกัยภาพในการสอนวิธีการแกปั้ญหา” (Zaslavsky et al., 2012, p. 217) 

ศักยภาพของการพิสูจน์ในการเรียนการสอน คือ การสื่อสารความเข้าใจทาง
คณิตศาสตร ์(Hanna & Jahnke, 1996, p. 878) ซึ่งน าไปสูก่ารสอนการพิสจูนเ์พื่อสนบัสนุนความ
เขา้ใจในการพิสจูนข์องนกัเรียนจากการฝึกฝนทางคณิตศาสตร ์ นกัวิจยัหลายคนและกรอบแนวคิด
หลักสูตรไดเ้สนอใหก้ารพิสูจน์เป็นประสบการณ์ที่ส  าคัญของคณิตศาสตรร์ะดับโรงเรียนในทุก
เนือ้หาและทุกระดับชั้น (Stylianides, 2007, p. 289) ซึ่งสภาครูคณิตศาสตรแ์ห่งชาติ (National 
Council of Teachers of Mathematics, 2000) กล่าวว่า “การให้เหตุผลและการพิสูจน์ไม่ใช่
กิจกรรมพิเศษที่สงวนไวเ้ฉพาะช่วงเวลาพิเศษหรือหัวขอ้พิเศษในหลกัสตูร แต่ควรเป็นเรื่องที่สอน
ตามปกติ และมีความต่อเนื่องในทกุระดบัชัน้ ไม่ว่าจะศกึษาหวัขอ้ใดก็ตาม” (p. 56) 
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ประสบการณ์การพิสูจนข์องนักเรียนควรเกิดขึน้เป็นประจ าและต่อเนื่อง โดยสรา้ง
จากประสบการณก์ารพิสจูนใ์นระดบัประถมศึกษาของนกัเรียน (Zaslavsky et al., 2012) และควร
ใหก้ารพิสจูนเ์ป็นเนือ้หาที่ส  าคญัในการเรียนคณิตศาสตรอ์ย่างนอ้ยระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้ เพื่อ
เพิ่มพูนและขยายขอบเขตความเขา้ใจในการพิสูจนข์องนักเรียน ใหเ้ป็นมาตรฐานในการยอมรบั
ค าอธิบายที่มีความชัดเจนมากขึน้ และวิธีการใหเ้หตุผลและการพิสูจนท์ี่มีความซับซอ้นมากขึน้ 
(Komatsu, 2017, p. 129) หากครูหวงัว่าจะช่วยใหน้กัเรียนเขา้ใจกฎที่ใชร้ว่มกนัของการมีส่วนรว่ม
ทางคณิตศาสตรท์ี่เก่ียวขอ้งกับการพัฒนาการอา้งเหตุผลที่ถูกตอ้ง ควรพิจารณาแนวทางในการ
ช่วยเหลือนักเรียนในทุกระดับชั้น เพื่อแยกแยะระหว่างวัฒนธรรมคณิตศาสตรก์ับวัฒนธรรมใน
ชีวิตประจ าวัน และส ารวจความคาดหวังที่แตกต่างกันของนักเรียนด้วย (McCrone & Martin, 
2009) 

ในการเรียนการสอนคณิตศาสตรท์ี่นกัเรียนไม่ไดม้ีส่วนร่วมในคน้หาวิธีการแกปั้ญหา
ทางคณิตศาสตรท์ี่สนใจ ส่งผลใหน้กัเรียนมองว่าการเรียนการพิสจูนเ์ป็นเรื่องยาก (Ellis, Bieda, & 
Knuth, 2016) นกัเรียนบางคนยงัคงยึดติดว่าการอา้งเหตผุลเชิงประจกัษ์เป็นการพิสจูน์ (Knuth et 
al., 2009; McCrone & Martin, 2009; Stylianou et al., 2009; Zaslavsky et al., 2012) ดงันัน้จึง
กล่าวไดว้่าครูตอ้งใชค้วามพยายามอย่างมากในเสริมสรา้งประสบการณ์ของนักเรียนดว้ยการท า
ความเขา้ใจการพิสูจน ์ในการปฏิรูปหลกัสูตรจึงมีหลกัสูตรจ านวนมากที่ออกแบบมาเพื่อส่งเสริม
พัฒนาการการให้เหตุผลและความสามารถในการพิสูจน์ของนักเรียน (Knuth et al., 2009, p. 
153) 

อย่างไรก็ตามประสบการณ์การพิสูจนท์ี่นักเรียนเผชิญในโรงเรียนมักจะถูกน าเสนอ
แบบเบ็ดเสร็จ เพื่อสอนเก่ียวกับกระบวนการคิดเชิงตรรกะ การสื่อสาร และบางครัง้อาจเป็นการ
แก้ปัญหาตามตัวอย่าง (Hanna, 2000; Zaslavsky et al., 2012) นักเรียนมองว่าการพิสูจนเ์ป็น
เพียงแบบฝึกหดัที่ยืนยนัขอ้สรุปของการพิสจูน ์ นกัการศึกษาหลายคนไดก้ล่าวถึงจุดประสงคข์อง
การพิสูจน์ในบริบทของการอธิบายวิธีกระตุ้นให้นักเรียนอยากเรียนรูก้ารพิสูจน์ (McCrone & 
Martin, 2009, p. 213) ดงันัน้การสง่เสรมิบทบาทของการพิสจูนใ์นหอ้งเรียนนัน้เป็นสิ่งจ าเป็น 

ความจ าเป็นในการสอนพิสูจนเ์ป็นไปตามความคาดหวังเก่ียวกับประสบการณ์ใน
การใหเ้หตุผลและการพิสูจนข์องนักเรียน ที่ตอ้งการใหน้ักเรียนมีประสบการณ์ที่คลา้ยคลึงกับนัก
คณิตศาสตร ์อาทิ การเรียนรูอ้งคค์วามรูท้างคณิตศาสตร ์และท าความเขา้ใจว่าท าไมตอ้งแสดงว่า
ขอ้ความที่ก าลังพิสูจนเ์ป็นจริง  เนื่องจากนักคณิตศาสตรม์องว่าการชีแ้จง หรือการอธิบายการ
พิสูจน์มีความส าคัญมากกว่าการตรวจสอบการพิสูจน์ (de Villiers, 2009, pp. 378-379) ใน



  11 

ขณะเดียวกันนักเรียนก็ไม่ไดพ้ิสูจนข์อ้ความเพื่อคน้หาผลลพัธ์ทางคณิตศาสตรข์ึน้ใหม่ ส่งผลให้
ประสบการณ์การพิสูจนข์องนักเรียนแตกต่างจากประสบการณ์การพิสูจนข์องนักคณิตศาสตร์
เพราะมีจดุประสงคท์ี่แตกต่างกนั 

กล่าวโดยสรุปได้ว่าความจ าเป็นในการเรียนการสอนพิสูจน์คือการเสริมสร้าง
ประสบการณ์การพิสูจนข์องนักเรียนใหม้ีความคลา้ยคลึงกับนักคณิตศาสตร ์โดยใหน้ักเรียนท า
ความเขา้ใจการพิสูจนแ์ละอธิบายว่าท าไมขอ้ความที่ก าลงัพิสูจนเ์ป็นจริง หรืออาจจะใหน้ักเรียน
สรา้งขอ้ความทางคณิตศาสตรข์ึน้ใหม่ เพื่อเป็นการเพิ่มพูนและขยายขอบเขตความเขา้ใจในการ
พิสูจนข์องนักเรียน ซึ่งครูสามารถเสริมสรา้งและส่งเสริมประสบการณ์ดังกล่าวไดโ้ดยการจัดให้
เรียนการใหเ้หตผุลและการพิสจูนอ์ย่างต่อเนื่องในทกุระดบัชัน้และทุกหวัขอ้ที่เรียน 

 
1.4 การเรียนการสอนการพิสูจนใ์นระดับมัธยมศึกษา 

ประสบการณ์เก่ียวกับการพิสูจน์ของนักเรียนแตกต่างจากประสบการณ์ของนัก
คณิตศาสตร ์เนื่องจากมีจุดมุ่งหมายที่แตกต่างกนั นกัคณิตศาสตรม์องกิจกรรมการพิสจูนเ์ป็นการ
คน้หาผลลัพธ์ทางคณิตศาสตรข์ึน้ใหม่ แต่นักเรียนกลบัมองแตกต่างออกไป นักเรียนมองว่าการ
พิสจูนเ์ป็นเพียงการยืนยนัทฤษฎีบทว่าเป็นจริงเท่านัน้ ซึ่งเป็นการเรียนรูท้ฤษฎีบทท่ีขาดจดุประสงค์
ทางปัญญา เพราะในสถานการณ์นี ้นักเรียนมิได้ให้ความร่วมมืออย่างเต็มที่ในการค้นหาวิธี
แกปั้ญหาทางคณิตศาสตรอ์ย่างเหมาะสม สว่นใหญ่การพิสจูนใ์นชัน้เรียนไม่ไดมุ้่งไปสูก่ารพิสจูนท์ี่
เคร่งครดัโดยยึดตามสัจพจน์ การเรียนพิสูจน์ของนักเรียนน าเสนอในแบบส าเร็จรูปในการสอน
กระบวนการของตรรกะการคิดและการสื่อสาร และการแกปั้ญหาตามตวัอย่าง  

เหตุผลที่มีการสอนการพิสูจน์ในโรงเรียนเกิดจากความมุ่งหวังที่จะให้นักเรียนมี
ประสบการณ์ในการใหเ้หตุผลที่คลา้ยกับนักคณิตศาสตร ์ใหน้ักเรียนไดเ้รียนรูแ้ละเขา้ใจเนือ้หา
คณิตศาสตรอ์ย่างลึกซึง้ นักเรียนควรมีมุมมองต่อการพิสูจน์เป็นการใหข้อ้มูลเชิงลึกว่า ท าไม ? 
ประพจน์เป็นจริงหรือเท็จ? (Smith, 2006, p. 75; Zaslavsky et al., 2012, p. 217) แนวคิด
พืน้ฐานของการสอนการพิสจูนใ์นโรงเรียน คือ สนบัสนนุความเขา้ใจในการพิสจูน ์และสรา้งการให้
เหตุผลทางคณิตศาสตรข์องนักเรียนให้กลายเป็นความเคยชิน  ดังนั้นควรเสริมประสบการณ์
เก่ียวกับการพิสูจน์ใหก้ับนักเรียนอย่างต่อเนื่องในทุกเนือ้หาและทุกระดับชั้น (Heinze & Reiss, 
2009; Stylianides, 2007; Zaslavsky et al., 2012) 

การพิสูจนเ์ป็นเรื่องที่ทา้ทายอย่างมากทัง้ส  าหรบัครูและนักเรียน เนื่องจากนักเรียน
จ านวนมากพบว่าการเรียนการพิสูจนเ์ป็นเรื่องยาก และรูส้ึกว่าการพิสูจนเ์ป็นเพียงการตรวจสอบ
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ว่าสิ่งใดสิ่งหนึ่งเป็นจริง (Knuth et al., 2009) ดังนั้นครูที่สอนเรขาคณิตในระดับมัธยมศึกษาตอ้ง
สรา้งความเขา้ใจใหก้บันกัเรียนว่าการพิสจูนเ์ป็นกระบวนการในการอธิบายความจริงของขอ้ความ
ทางคณิตศาสตร ์และเขา้ใจลกัษณะของการพิสจูนว์่ามิไดเ้ป็นเพียงเครื่องมือที่ใชก้ารอา้งเหตุผล
เพื่ อ โน้มน้ าว ให้ เชื่ อ ใน ค่ าความจริงนั้น  (Anwar & Goedhart, 2019; Hanna, 2000, p. 7; 
McCrone & Martin, 2009, p. 214) 

ครูคณิตศาสตรแ์ละนักเรียนระดับมัธยมศึกษาจ านวนมากแสดงความเขา้ใจในการ
พิสูจน์ทางคณิตศาสตรใ์นรูปแบบของการพิสูจน์สองคอลัมน์ (Knuth & Elliott, 1998, p. 714; 
Miyazaki et al., 2019) ในการศึกษาการพิสจูนรู์ปแบบทางการในเรขาคณิตระดบัมธัยมศึกษาพบ
สิ่งที่น่าสนใจ คือ นกัเรียนใชข้อ้เท็จจริงและการใหเ้หตผุลแทนกนั ซึ่งบ่งชีถ้ึงการขาดความเขา้ใจใน
เหตุผลที่ใชใ้นการพิสูจน ์เมื่อพิจารณาการแสดงขอ้เท็จจริง นกัเรียนกล่าวว่าขอ้ความและเหตุผล
ตอ้งเป็นล าดับขัน้ตอนหรือเป็นเชิงเสน้ (Anwar & Goedhart, 2019) ซึ่ง หว่อง (Wong, 2017) ได้
ศึกษาการใหเ้หตผุลและการพิสจูนใ์นหนงัสือเรียนคณิตศาสตรข์องโรงเรียนในฮ่องกง พบว่า ครูใช้
แนวทางปัญหาในการสอนเรขาคณิตเป็นหลกั และเนน้การพิสูจนแ์บบสองคอลมัน ์หนังสือเรียน
เนน้การฝึกฝนทกัษะ (หรือการค านวณ) มากกว่าการใหเ้หตผุลและการพิสจูน ์

สถาบนัส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตรแ์ละเทคโนโลยี ไดจ้ัดท ามาตรฐานการเรียนรู้
และตวัชีว้ดั กลุ่มสาระการเรียนรูค้ณิตศาสตร ์(ฉบบัปรบัปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลกัสูตรแกนกลาง
การศึกษาขัน้พืน้ฐาน พทุธศกัราช 2551 โดยจดัใหน้กัเรียนเริ่มเรียนการพิสูจนใ์นวิชาคณิตศาสตร์
เป็นครัง้แรกในสาระที่ 2 การวดัและเรขาคณิต เรื่องความเท่ากนัทุกประการ ซึ่งการสอนเรขาคณิต
ในระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้เป็นแบบเรขาคณิตนิวทรลั (neutral geometry) นั่นคือ เรขาคณิตที่ไม่
มีการกลา่วถึงสจัพจนก์ารขนาน (Zaslavsky et al., 2012, p. 217; สสวท., 2560) 

เมื่อศึกษามาตรฐานการเรียนรูแ้ละตัวชีว้ัด กลุ่มสาระการเรียนรูค้ณิตศาสตร ์(ฉบับ
ปรบัปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขัน้พืน้ฐาน พทุธศกัราช 2551 และหนงัสือ
เรียนคณิตศาสตรข์องประเทศไทย พบว่าตัวอย่างและแบบฝึกหัดในบทเรียนที่เป็นการพิสูจนท์าง
เรขาคณิตเน้นการเขียนพิสูจน์แบบสองคอลัมน์ ยังไม่มีการน าเสนอ หรือการสอดแทรกเนือ้หา
เก่ียวกบัการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตใหน้ักเรียนไดเ้รียน รวมถึงยังไม่พบการ
เผยแพร่วิทยานิพนธห์รืองานวิจยัเก่ียวกบัความเขา้ใจการพิสจูน์ (proof comprehension) มีเพียง
งานวิจยัหรือบทความเก่ียวกบัความเขา้ใจการพิสจูน ์(proof understanding) การสรา้งการพิสจูน ์
(proof construction) ที่ปรากฏอย่างแพร่หลาย จึงน าไปสู่การศึกษาความเขา้ใจการพิสูจนท์าง
เรขาคณิต (proof comprehension) ของผูว้ิจยัในครัง้นี ้มีรายละเอียดงัหวัขอ้ถดัไป 
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2. ความเข้าใจการพิสูจน ์
บ่อยครั้งที่ค  าว่า “การพิสูจน์” กลายเป็นค าหยาบส าหรับวิชาคณิตศาสตรใ์นระดับ

มธัยมศึกษา ผูใ้หญ่หลายคนรวมถึงครูคณิตศาสตรส์ามารถจดจ าความรูส้ึกสบัสน และความรูส้ึก
ผิดหวังในการเขียนพิสูจนท์างเรขาคณิตในระดับมัธยมศึกษาตอนตน้เป็นครัง้แรกไดเ้ป็นอย่างดี 
เพราะมองว่าการพิสูจนเ์ป็นเรื่องยาก (Ellis et al., 2016) ความยากของการพิสูจนม์ีสาเหตุหลาย
ประการ ปัจจัยหนึ่ง คือ ความเขา้ใจทั่วไปที่มีความส าคัญต่อการพัฒนาความเขา้ใจเชิงมโนทัศน์
ของการพิสูจน์ มุมมองหนึ่งเก่ียวกับแนวคิดในการพิสูจน์ที่ยืนยันความจริงของข้อความหรือ
ผลลัพธ์ และอีกมุมมองหนึ่งเก่ียวกับแนวคิดขอ้มูลเชิงประจักษ์ที่ไม่เพียงพอที่จะนับว่าเป็นการ
พิสูจน ์ซึ่งจะเห็นได้ว่านักเรียนมีความเขา้ใจที่ไม่เพียงพอ นักเรียนทุกคนควรมีโอกาสอภิปราย
แนวคิดของตนเอง เนื่องจากคณิตศาสตรเ์ป็นศาสตรท์ี่พิสูจน์ได้ และมีความโดดเด่นต่างจาก
ศาสตรแ์ขนงอ่ืน กิจกรรมการพิสูจน์ต้องมีความยืดหยุ่น เป็นพลวัต มีประสิทธิผล มุมมองที่
หลากหลายเก่ียวกบักิจกรรมการพิสจูนต์อ้งเก่ียวขอ้งกนั รวมไปถึงทศันคติเชิงบวกมีก็ความส าคญั
ต่อบุคคลที่ก าลังเรียนรูค้ณิตศาสตรด์ว้ย (Carpenter & Lehrer, 2009; Heinze & Reiss, 2009; 
Knuth et al., 2009; Miyazaki et al., 2019) 

การพิสูจน์มีบทบาทส าคัญในคณิตศาสตร ์การพิสูจน์ช่วยให้นักคณิตศาสตรเ์ข้าใจ
ความหมาย และความสมเหตุสมผลของขอ้ความ หรือทฤษฎีบทผ่านกระบวนการพิสูจน ์ความ
เขา้ใจในการพิสจูนย์งัเป็นองคป์ระกอบที่ส  าคญัของสมรรถนะคณิตศาสตร ์เนื่องจากเป็นวิธีการที่มี
ประสิทธิภาพในการพัฒนาและแสดงความเขา้ใจทางคณิตศาสตร ์(Anwar & Goedhart, 2019; 
NTCM, 2000) เป้าหมายของการเรียนคณิตศาสตร ์คือ นักเรียนทุกคนไดเ้รียนรูค้ณิตศาสตรด์ว้ย
ความเข้าใจที่ เพิ่มขึ ้นตลอดการเรียน (Fennema, Sowder, & Carpenter, 2009, p. 187) ใน
ขณะเดียวกันมีการศึกษาจ านวนมากที่แสดงใหเ้ห็นว่านักศึกษาวิชาเอกคณิตศาสตรไ์ม่สามารถ
ระบไุดว้่าการอา้งเหตผุลทางคณิตศาสตรน์ัน้ถกูตอ้งหรือไม่ หากนกัศึกษาไม่สามารถระบุไดว้่าการ
อา้งเหตุผลถูกตอ้งหรือไม่ ซึ่งเป็นไปไม่ไดท้ี่นักศึกษากลุ่มนีจ้ะเขา้ใจการอา้งเหตุผลไดเ้ป็นอย่างดี 
(Mejia-Ramos et al., 2017, p. 131)  

การพฒันาสมรรถนะในการใหเ้หตผุล และการพิสจูนเ์ป็นจดุประสงคส์  าคญัของการสอน
คณิตศาสตรใ์นโรงเรียน เนื่องจากการพิสูจนเ์ป็นส่วนส าคัญของคณิตศาสตรร์ะดับมัธยมศึกษา
ตอนตน้ สมรรถนะประกอบดว้ยความสามารถในการใหเ้หตผุลอย่างต่อเนื่อง และเป็นระบบในการ
อ้างเหตุผลทางคณิตศาสตรท์ี่สมเหตุสมผล และการแสดงความถูกต้องของการพิสูจน์ทาง
คณิตศาสตร ์ดังนั้นการพัฒนาความถูกต้องของการพิสูจน์ทางคณิตศาสตรจ์ึงมิใช่เรื่องง่าย 
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(Heinze & Reiss, 2009; Hemmi, Julin, & Pörn, 2017) นักเรียนควรได้รบัโอกาสในการเรียนรู้
ดว้ยความเขา้ใจ ประเมินค่า และสรา้งการพิสจูน ์ผ่านหลกัสตูรคณิตศาสตรร์ะดบัโรงเรียน ซึ่งสภา
ครูคณิตศาสตรแ์ห่งชาติ (Ellis et al., 2016) ไดเ้สนอเป้าหมายในการเรียนเพื่อเป็นแนวทางในการ
วางแผนการสอนที่สนับสนุนความสามารถในการท าความเข้าใจไว้ 3 เป้าหมาย ดังนี ้1) การ
พัฒนาความคล่องในการพิสูจน ์2) ท าความเขา้ใจขอ้จ ากัดของตัวอย่าง และ 3) เปลี่ยนจากการ
อา้งเหตุผลตามตัวอย่างไปสู่การพิสูจนแ์บบนิรนัย และสิ่งที่จะช่วยใหบ้รรลุผลเป้าหมายการเรียน
ในห้องเรียน ได้แก่ ใช้วิธีการสอนที่มีประสิทธิภาพ ออกแบบปัญหาและกิจกรรม และสร้าง
วฒันธรรมหอ้งเรียน 

ความเขา้ใจเป็นกิจกรรมทางความคิดที่ก่อใหเ้กิดการพัฒนาความเขา้ใจแทนที่จะเป็น
ความรูแ้บบคงที่ของแต่ละบุคคล การพัฒนาการมีส่วนร่วมในการเรียนรูด้้วยความเข้าใจของ
นกัเรียนจะเชื่อมโยงกบัการปฏิบติัในหอ้งเรียน จ าเป็นตอ้งจดัใหน้กัเรียนไดร้บัโอกาสในการพฒันา
ความสมัพันธ์ที่เหมาะสม ขยายและประยุกตใ์ชค้วามรู ้สะทอ้นประสบการณ์ เชื่อมโยงสิ่งรู ้และ
สรา้งความรูท้างคณิตศาสตรข์องตนเอง ในการจดัชัน้เรียนที่ช่วยใหน้กัเรียนมีส่วนร่วมในกิจกรรม
เหล่านี ้ ต้องพิจารณามิติของการสอนอย่างน้อยสามมิติ ได้แก่ กิจกรรมที่นักเรียนมีส่วนร่วม 
เครื่องมือที่แสดงถึงการคิดทางคณิตศาสตร ์และแนวปฏิบติัที่เป็นมาตรฐานในการควบคมุกิจกรรม
ทางคณิตศาสตรท์ี่นกัเรียนและครูตกลงรว่มกนั (Carpenter & Lehrer, 2009) 

ลกัษณะเฉพาะหนึ่งของการเรียนรูด้ว้ยความเขา้ใจ คือ การเรียนรูใ้นรูปแบบที่ไดร้บัการ
ชีแ้จงว่าความรูน้ัน้สามารถน าไปใชไ้ดอ้ย่างไร ความเขา้ใจขึน้อยู่กบัความคิดที่ถูกจดัระเบียบอย่าง
มีประสิทธิผลท าใหส้ามารถแกปั้ญหาได ้การเรียนรูด้ว้ยความเขา้ใจมีหลายวิธี การสอนนัน้ตอ้งเปิด
โอกาสใหน้ักเรียนจดัโครงสรา้งความรู ้จุดเนน้หลกัของการสอน คือ ตอ้งเปิดโอกาสใหน้ักเรียนได้
พัฒนาความรูอ้ย่างต่อเนื่อง เมื่อนักเรียนไม่เขา้ใจมักจะใชท้ักษะการท่องจ าซึ่งเป็นการขัดขวาง
ความพยายามในการพัฒนาความเขา้ใจ ในทางตรงกันขา้มเมื่อเรียนรูท้ักษะดว้ยความเขา้ใจ ไม่
เพียงความเขา้ใจที่พฒันาขึน้ แต่ความเชี่ยวชาญในทกัษะก็พฒันาขึน้ดว้ย  

การท าความเข้าใจการพิสูจน์ในเป็นวัตถุเชิงโครงสรา้ง การพิสูจน์เป็นกิจกรรมทาง
ปัญญา และบทบาท การท างาน และความหมายของการพิสูจนช์่วยใหน้ักเรียนเขา้ใจการพิสูจน ์
ครูจ าเป็นตอ้งทราบระดับความเขา้ใจของนักเรียน และศกัยภาพของเครื่องมือ (Miyazaki, Fujita, 
& Jones, 2017; Miyazaki, Fujita, Jones, & Iwanaga, 2017) การท าความเขา้ใจการพิสูจนแ์บ่ง
ออกเป็นสามมุมมอง ไดแ้ก่ มุมมองแรกลกัษณะการท างาน เก่ียวกับบทบาทและหนา้ที่ของการ
พิสูจน ์การท างาน หมายถึง ความหมาย จุดประสงค ์และประโยชนข์องการพิสจูน ์มุมมองที่สอง
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ดา้นโครงสรา้ง โครงสรา้งของการพิสูจนเ์ป็นโครงข่ายของประพจน์เฉพาะที่และประพจนท์ั่วไป
ระหว่างขอ้ตั้งและขอ้ยุติ ซึ่งเชื่อมโยงดว้ยกฎนัยทั่วไปสู่นัยจ าเพาะและตรรกบทแบบสมมติฐาน 
และมุมมองสุดทา้ยดา้นการสื่อสาร เก่ียวกับกิจกรรมทางสติปัญญาของนักเรียนในการอ่านและ
เขา้ใจการพิสูจน ์และตดัสิน โนม้นา้วเก่ียวกบัความสมเหตสุมผลของการพิสจูน ์ผ่านกระบวนการ
พิสูจนท์ี่สมเหตสุมผล นักเรียนพิจารณาขอ้เท็จจริงของการพิสจูนบ์รรทัดต่อบรรทัด หรือขัน้ต่อขัน้
ในการพิสจูนห์ลายขัน้ตอนโดยใชค้วามเขา้ใจเก่ียวกบัโครงสรา้งของการพิสจูนแ์บบนิรนยั (Anwar 
& Goedhart, 2019; Miyazaki, Fujita, & Jones, 2015) 

ในอดีตการศึกษาเก่ียวกับการพิสูจนส์่วนใหญ่เน้นไปที่การสรา้งการพิสูจนข์องนักเรียน 
และงานวิจยัที่เนน้การอ่านพิสจูนข์องนกัเรียนมีค่อนขา้งนอ้ย หรือกลา่วไดว้่าขาดแคลน ทศวรรษที่
ผ่านมามีงานวิจัยเก่ียวกับความเข้าใจการพิสูจน์ที่ เน้นการอ่านเพิ่มขึน้อย่างชัดเจน เช่น การ
ทดสอบความเขา้ใจการพิสูจน ์(Conradie & Frith, 2000) รูปแบบการอ่านเพื่อความเขา้ใจการ
พิสูจน์ทางเรขาคณิต (Yang & Lin, 2008)  รูปแบบการประเมินความเข้าใจการพิสูจน์ (Mejia-
Ramos et al., 2012) การประเมินการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนด์ว้ยการใหข้อ้สรุป (Davies 
& Jones, 2022) การฝึกอธิบายตนเองเพื่ อพัฒนาความเข้าใจการพิสูจน์ (Mark, Lara, & 
Matthew, 2014) และ e-Proofs: การออกแบบแหล่งขอ้มูลเพื่อสนับสนุนความเขา้ใจการพิสูจน ์
(Alcock & Wilkinson, 2011) เป็นต้น นักคณิตศาสตรศึกษาหันมาสนใจการศึกษาเก่ียวความ
เขา้ใจในการอ่านพิสูจน์มากขึน้อย่างต่อเนื่อง เนื่องจากความสามารถในการอ่านและท าความ
เขา้ใจการพิสจูนเ์ป็นทกัษะที่นกัเรียนควรพฒันาเป็นอย่างมาก (Yang & Lin, 2008)  

 
2.1 ความหมายของความเข้าใจการพิสูจน ์

ความเขา้ใจทางคณิตศาสตรเ์ป็นปัญหาหลกัในการเรียนคณิตศาสตรม์าโดยตลอด 
ทั้งเรื่องภาษาและมโนทัศน์ และการอ่านเพื่อความเข้าใจเป็นปัญหาที่ เก่ียวข้องกับการเรียน
คณิตศาสตร ์(Yang & Lin, 2008) โดยหลินและหยาง (Lin & Yang, 2007) เป็นผู้ริเริ่มใช้ค าว่า 
“การอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิต ( reading comprehension of geometry 
proof)” ซึ่งหยางและหลิน (Yang & Lin, 2008) ไดใ้หค้วามหมายไวว้่า “การอ่านเพื่อความเขา้ใจ 
(reading comprehension) หมายถึง การท าความเขา้ใจการพิสจูนจ์ากองคป์ระกอบที่ส  าคญัของ
การรูว้ิธีการพิสจูนแ์ละท าไมการพิสจูนน์ัน้ถกูตอ้ง และรูว้่าสิ่งใดสามารถพิสจูนไ์ด”้ (p. 60) 

ความเข้าใจการพิสูจน์ (proof comprehension) หมายถึง ความสามารถในการ
เขา้ใจหนังสือเรียน หรือการบรรยายการพิสจูน ์(Selden & Selden, 2015) เมฮิอา-ราโมส และคน
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อ่ืน ๆ (Mejia-Ramos et al., 2012) ไดส้รา้งรูปแบบการประเมินความเขา้ใจการพิสจูนค์ณิตศาสตร์
ระดับปริญญาตรี โดยปรับปรุงจากรูปแบบการอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ (Yang & Lin, 
2008) และการทดสอบความเขา้ใจในคณิตศาสตร ์(Conradie & Frith, 2000) และใหค้วามหมาย
ของ “ความเขา้ใจการพิสจูน”์ ในทางปฏิบติัไดด้งันี ้ความเขา้ใจการพิสจูนแ์บ่งออกเป็น 2 กลุม่  

1. ความเขา้ใจแบบเฉพาะ นกัเรียนสามารถเขา้ใจและระบุรายละเอียดค าศพัทท์ี่
ส  าคัญ เขียนขอ้ความที่ก าลังพิสูจน์เป็นภาษาของตนเอง ระบุสถานะตรรกะของข้อความและ
จุดประสงคข์องขอ้ความดว้ยกรอบแนวคิดการพิสูจน ์บอกประเภทของกรอบแนวคิดการพิสูจน ์
และระบเุหตผุลที่ตอ้งใชข้อ้ความต่อจากขอ้ความก่อนหนา้  

2. ความเขา้ใจแบบองค์รวม นักเรียนสามารถสรุปใจความส าคัญผ่านแนวคิด
ระดับสูง ระบุข้อสรุปของการพิสูจน์ย่อยที่ส  าคัญ แบ่งการพิสูจน์ออกเป็นส่วนย่อย ๆ ระบุ
จดุประสงคข์องแต่ละส่วนย่อยของการพิสจูน ์ระบุความสมัพนัธเ์ชิงตรรกะของแต่ละส่วนย่อย ถ่าย
โอนแนวคิดทั่วไปและวิธีการไปสู่บริบทอ่ืน ระบุขอบเขตของวิธีการ อธิบายล าดับของการอ้าง
เหตผุลดว้ยตวัอย่างเฉพาะ และอธิบายขอ้ความหรือการพิสจูนด์ว้ยแผนภาพ 

 
2.2 การประเมินความเข้าใจการพิสูจน ์

การเรียนรูค้ณิตศาสตรใ์นศตวรรษที่ 21 หอ้งเรียนควรปรบัโครงสรา้งการเรียนรูเ้พื่อให้
นกัเรียนสามารถเรียนรูค้ณิตศาสตรด์ว้ยความเขา้ใจ การสอนเพื่อความเขา้ใจไม่ใช่เป้าหมายใหม่
ของการสอนคณิตศาสตร ์ความพยายามในการปฏิรูปโรงเรียนตั้งแต่ช่วงเปลี่ยนศตวรรษที่ 20 
มุ่งเนน้ไปที่วิธีการสรา้งสภาพแวดลอ้มการเรียนรูเ้พื่อใหน้ักเรียนสามารถเรียนรูด้ว้ยความเขา้ใจ 
เป้าหมายของคณิตศาสตรศึกษา คือ ความเขา้ใจและการพัฒนาความเขา้ใจของนักเรียนและ
เขา้ใจคณุค่าของคณิตศาสตร ์การอธิบายและความเขา้ใจเป็นสิ่งที่ไปดว้ยกนั ดงันัน้ค าอธิบายใดที่
น าเสนอจึงมีวตัถุประสงคเ์พื่อใหเ้ขา้ใจว่า “ท าไม” การอา้งทางคณิตศาสตรเ์ป็นจริง (Carpenter & 
Lehrer, 2009; Fennema et al., 2009; Reid & Vargas, 2017, p. 235)  

การพิสูจนท์างคณิตศาสตรส์ามารถท าไดห้ลายรูปแบบ และสามารถน าไปสู่ความ
เขา้ใจทางคณิตศาสตรใ์นหลากหลายวิธี ในการสอนแบบเน้นพิสูจน์นักเรียนจะเรียนรูผ้่านการ
พิสูจน์เชิงส ารวจที่สร้างการแบ่งปันองค์ความรู้ และโอกาสในการพัฒนาความเข้าใจเชิง
ความสัมพันธ์ ซึ่งเป็นวิธีที่ได้มาซึ่งความเข้าใจ เป้าหมายของการสอนแบบเน้นพิสูจน์เพื่อให้
นกัเรียนมีความเขา้ใจผ่านกระบวนการพิสจูน์ (Macbeth, 2012, p. 235; Reid & Vargas, 2017) 
สิ่งที่ส  าคญัที่สดุในการเรียนรูด้ว้ยความเขา้ใจ คือ การเรียนรูท้ี่เกิดขึน้เมื่อนกัเรียนไดร้บัความรูด้ว้ย
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เขา้ใจและสามารถใชค้วามรูน้ัน้เพื่อเรียนรูห้วัขอ้ใหม่ และแกปั้ญหาใหม่ที่ไม่คุน้เคย ในทางกลบักนั
เมื่อนักเรียนไม่เข้าใจจะมองว่าแต่ละหัวข้อเป็นทักษะที่แยกจากกัน ไม่สามารถใช้ทักษะเพื่อ
แก้ปัญหาที่ไม่ครอบคลุมสิ่งที่ครูสอน หรือขยายการเรียนรูสู้่หัวข้อใหม่ (Carpenter & Lehrer, 
2009) 

การพิสจูนเ์ป็นการอา้งเหตผุลทางคณิตศาสตรท์ี่เชื่อมโยงอย่างมีล  าดบัขัน้ตอนในการ
ยืนยันหรือการอ้างทางคณิตศาสตร ์(Stylianides, 2007, p. 291) ความเข้าใจการอ้างเหตุผล
จ าเป็นตอ้งมีการประเมินวิธี:  

พืน้ฐาน:ท าความเขา้ใจขอ้ความ (เช่น บทนิยาม สัจพจน)์ ที่เป็นการพิสูจนแ์ละ
เขา้ใจบทบาทในการพิสจูน ์ 

การก าหนด: ท าความเขา้ใจการพัฒนาการพิสูจนแ์ละลักษณะทั่วไปที่สามารถ
ด าเนินการอย่างมีตรรกะในขัน้ตอนการพิสจูน ์ 

การน าเสนอ: ท าความเขา้ใจภาษาที่ใชใ้นการแสดงการพิสจูน ์เขา้ใจการพิสจูนท์ี่
แสดงดว้ยภาษาของนกัเรียนเอง  

มิติทางสังคม: สนองความเป็นจริงของการพิสูจน์ของแต่ละบุคคล แต่ละการ
พิสูจนท์ี่น าเสนอควรมีความเหมาะสมกับระดับการศึกษา โดยสมาชิกแต่ละคนในกลุ่มมั่นใจใน
ความจรงิของการพิสจูน ์

ความเขา้ใจของนกัเรียนในการพิสจูนท์ี่ก าหนดใหม้กัจะวดัโดยการใหท้ าซ า้หรือแกไ้ข
เล็กน้อยเพื่อพิสูจนท์ฤษฎีบทที่คลา้ยคลึงกัน แมว้่าการประเมินประเภทนีจ้ะใหมุ้มมองที่ผิวเผิน
เก่ียวกบัความเขา้ใจของนกัเรียน จึงจ าเป็นตอ้งมีวิธีซบัซอ้นมากขึน้ในการประเมินความเขา้ใจการ
พิสูจนข์องนักเรียน (Mejia-Ramos et al., 2012) ซึ่งอินัม และคนอ่ืน ๆ (Inam et al., 2018) ไดใ้ห้
ขอ้เสนอแนะว่าไม่มีนักเรียนที่ประสบความส าเร็จในระดับความซับซอ้นสูงสุดของการทดสอบ
ความเขา้ใจการพิสจูน ์ซึ่งเก่ียวกบัการพิสจูนห์ลายวิธีหรือทฤษฎีบทที่ต่างออกไปโดยใชว้ิธีการเดิม 
การพิสจูนไ์ม่ไดเ้ป็นเพียงการท าความเขา้ใจมโนทศัน ์และกระบวนการคิดเท่านัน้ แต่ยงัตระหนกัถึง
แนวคิดของบทนิยาม และกระบวนการคิดท างานอย่างไรและท าไม การพิสจูนท์างคณิตศาสตรเ์ป็น
สิ่งส าคัญในการพัฒนาการคิดทางคณิตศาสตร ์เช่นเดียวกับการคิดทางคณิตศาสตรข์ั้นสูง 
คณิตศาสตรเ์ชิงปฏิบติั โครงสรา้งของความเขา้ใจ และธรรมชาติของความรูท้างคณิตศาสตร ์การ
พิสจูนไ์ม่เพียงส าคญัต่อการใหเ้หตผุลความรูท้างคณิตศาสตร ์แต่ยงัรวมถึงการปฏิบติั และการท า
ความเขา้ใจคณิตศาสตร ์การพิสจูนม์ีความจ าเป็นต่อการสรา้งและพัฒนาความรูแ้ละการสื่อสาร
ทางคณิตศาสตร ์(Inam et al., 2018, pp. 339-340) 
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การประเมินความเข้าใจการพิสูจน์ของนักเรียนเป็นสิ่งที่ส  าคัญในการประเมิน
ประสิทธิภาพของการสอนคณิตศาสตร ์รูปแบบการประเมินความเขา้ใจการพิสจูนค์วรใชต้รวจสอบ
วิธีพัฒนาความเขา้ใจการพิสูจน์ของนักเรียนได้ การใชเ้ครื่องมือประเมินความเขา้ใจช่วยใหค้รู
ทราบถึงแง่มุมเฉพาะของการพิสูจนท์ี่นักเรียนเขา้ใจและไม่เขา้ใจในแง่มุมใด “หากการทดสอบ
ความเขา้ใจที่ใหน้กัเรียนพิสจูนซ์  า้ดว้ยการท่องจ าเท่านัน้ นกัเรียนมีแนวโนม้ที่จะพฒันาความเขา้ใจ
ผิวเผินของการพิสูจน์นั้นและเน้นรูปแบบมากกว่าสาร” (Mejia-Ramos et al., 2012, p. 4) การ
ประเมินความเขา้ใจการพิสจูน ์มกัจะใหน้กัเรียนพิสจูนซ์  า้ หรือประยกุตก์บัทฤษฎีบทที่คลา้ยกนั ซึ่ง
การประเมินแบบนีท้  าใหรู้ปแบบการพิสจูนม์ีความส าคญักว่าความหมายของการพิสจูน ์การรูเ้พียง
ขัน้ตอนการพิสจูนน์ัน้ไม่เพียงพอ  

ความเขา้ใจการพิสูจนเ์ชิงตรรกะเป็นหัวใจส าคัญของความเขา้ใจการพิสูจน ์วิธีการ
ประเมินทั่วไปมักจะตัง้ค าถามว่า “จงพิสูจนท์ฤษฎีบท” หรือ “จงบอกและพิสูจนท์ฤษฎีบท” และ
มักจะใหน้ักเรียนพิสูจนผ์ลลัพธ์ที่ซับซอ้น (Conradie & Frith, 2000, p. 225; Inam et al., 2018, 
pp. 340-341) การประเมินแบบนีม้ีขอ้เสีย เนื่องจากเนน้การเรียนรูแ้บบท่องจ า นกัเรียนไม่สามารถ
พิสูจนไ์ด ้นักเรียนที่ไม่เก่งพยายามที่จะจดทีละค าทัง้ที่ไม่เขา้ใจ ท าใหเ้สียเวลา และกระบวนการ
เรียนรูไ้รป้ระโยชน ์ค าตอบของค าถามยากที่จะประเมิน การพิสูจนข์อ้ความซ า้ไดอ้ย่างสมบูรณ์
แบบอาจบ่งชีไ้ด้แค่ความสามารถในการจ าของนักเรียน และเป็นเรื่องยากที่จะระบุถึงการขาด
ความเขา้ใจของนกัเรียน และสดุทา้ยนกัเรียนอาจจะไม่เขา้ใจเรื่องที่ก าลงัเรียนอยู่ ความเขา้ใจของ
นักเรียนเก่ียวกับการพิสูจนท์ี่อ่านนัน้ไม่ค่อยไดร้บัการประเมินในวิธีที่มีความหมาย ส่วนหนึ่งเป็น
เพราะ “ขาดการประเมินที่ถูกตอ้งในการวดัความเขา้ใจดงักล่าว” (Mejia-Ramos et al., 2017, p. 
131) ซึ่งโดยทั่วไปแลว้การอ่านพิสจูนท์ี่เนน้การประเมินความเขา้ใจการพิสจูน ์นกัเรียนจะไดร้บัการ
อ้างเหตุผลและขอให้ประเมินอย่างใดอย่างหนึ่ง เช่น การอ้างเหตุลผลนี ้ถูกต้องหรือไม่ นี่ คือ
ประเภทของการอา้งเหตผุลที่คณุอาจสรา้งขึน้ใช่หรือไม่? คณุสามารถโนม้นา้วดว้ยการอา้งเหตผุล
นีไ้ดห้รือไม่? 

วิธีหนึ่งที่สามารถประเมินว่านักเรียนเขา้ใจการพิสจูนห์รือไม่ คือ การวดัขอบเขตของ
การพิสูจนข์องนักเรียนคนนั้นว่าบรรลุวัตถุประสงคม์ากน้อยเพียงใด สามารถใชว้ิธีการพิสูจนใ์น
สถานการณ์อ่ืน ๆ ได้ (Mejia-Ramos et al., 2012, p. 6) ในการพิสูจน์เรขาคณิตของโรงเรียน
มัธยมศึกษาตอนปลายส่วนใหญ่ ข้อสรุปของทฤษฎีบทที่พิสูจน์แล้วได้มาโดยตรงหลังจาก
สันนิษฐานว่าสมมติฐานเป็นจริง การพิสูจน์ทางเรขาคณิตของโรงเรียนมัธยมปลายเป็นแบบ
ประโยคเงื่อนไข “ถ้า p แล้ว q” โดยทั่วไปยอมรบัเงื่อนไขใน p และอนุมานว่า q ก็เป็นเช่นนั้น 
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จุดประสงคข์องการเรียนพิสูจนใ์นชั้นเรียนระดับมัธยมศึกษา มีการเสนอแนวทางที่หลากหลาย 
ประกอบดว้ย การฟัง การพูด การเขียน และการท า การฟังและการพูดสนับสนุนการส่งเสริมการ
อา้งเหตผุลทางคณิตศาสตร ์(Mejia-Ramos et al., 2012, p. 9; Yang & Lin, 2008, p. 59) 

 
2.3 กรอบแนวคิดในการประเมินความเข้าใจการพิสูจน ์

แบบวัดความเขา้ใจการพิสูจนใ์ชเ้พื่อวัดความเขา้ใจ ขัน้ตอนพิเศษในการพิสูจน ์
โครงสรา้งของการพิสูจน ์แนวคิดของการพิสูจน ์ผลของสมมติฐาน และแนวคิดที่ส  าคัญของการ
พิสูจน ์(Inam et al., 2018, p. 344) ลกัษณะส าคัญของวิธีนี ้คือ ใหน้กัเรียนไดร้บัผลลพัธข์องการ
พิสจูน ์และตอบค าถามเก่ียวกบัคุณลกัษณะเฉพาะของการพิสจูน์ (Conradie & Frith, 2000, pp. 
226-227) แต่ในการทดสอบนกัเรียนใชเ้วลาในการตอบค าถามนานกว่าที่ควรจะเป็น ถา้ใหน้กัเรียน
ตอบค าถามเพียง 2-3 บรรทัดจะท าใหน้ักเรียนตอบค าถามไดเ้ร็วขึน้ ครูควรค านึงถึงเรื่องเวลาใน
การตอบค าถามของนกัเรียน เนื่องจากนกัเรียนตอ้งอ่านการพิสจูนท์ี่เขียนไวก้่อนหนา้ทัง้หมดจึงจะ
ตอบค าถามได ้การก าหนดค าถามควรมีความแม่นย า ในบางครัง้อาจจะไดร้บัค าตอบที่ถูกตอ้งแต่
เหนือความคาดหมาย ดังนัน้ผูใ้หค้ะแนนควรเปิดใจในการตรวจใหค้ะแนน ขอ้ความในการพิสูจน์
ควรระบุบรรทัดใหช้ดัเจน เพื่อลดความสบัสนและยากที่จะตีความการพิสูจน ์(Conradie & Frith, 
2000, pp. 229-230) 

 
2.3.1 แนวปฏิบัติในการประเมินความเข้าใจการพิสูจน ์

แนวปฏิบัติที่ดีในการเริ่มการทดสอบความเขา้ใจด้วยค าถามง่าย ๆ และสรา้ง
ค าถามเชิงค้นหาเพิ่มเติมในภายหลัง การปรับเปลี่ยนวิธีการพื ้นฐานสามารถประประยุกต์ได ้
สามารถละเวน้ขอ้ความที่เป็นผลลัพธ์ในค าถาม สามารถตรวจสอบส่วนใดส่วนหนึ่งของทัง้หมด
การพิสูจน ์นักเรียนคาดหวังที่จะเติมค าตอบในช่องว่าง แต่ควรหลีกเลี่ยงการเรียนรูแ้บบท่องจ า 
สามารถถามเนือ้หาที่เก่ียวขอ้งแต่ไม่ปรากฏในการพิสจูนไ์ด ้ค าถามควรจะมีความแม่นย า สามารถ
จ าแนกค าตอบที่ “ถกู” “ผิด” หรือ “เกือบถกู” ได ้หลีกเลี่ยงการใหค้ะแนนบางสว่นส าหรบัค าถามแต่
ละขอ้ในแบบทดสอบความเขา้ใจ ผูใ้หค้ะแนนควรเปิดใจในการตรวจ ยอมรบัค าตอบที่ไม่คาดคิด
แมจ้ะระมดัระวงัในการตัง้ค าถามแลว้ก็ตาม (Conradie & Frith, 2000, pp. 229-230) 

 
2.3.2 ข้อดีของการประเมินความเข้าใจการพิสูจน ์

“การประเมินทุกรูปแบบย่อมมีจุดอ่อนและจุดแข็ง” (Conradie & Frith, 2000, p. 
235) ขอ้ดีของแบบทดสอบความเขา้ใจ นักเรียนประหยัดเวลาในการเตรียมตวั พยายามท าความ
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เขา้ใจการพิสจูนม์ากกว่าท่องจ า แบบทดสอบความเขา้ใจจะมีความแม่นย ามากขึน้ในการประเมิน
ความเขา้ใจทุกระดับ โดยก าหนดค าถามที่ระบุความเขา้ใจในแต่ละขัน้ โครงสรา้งของการพิสูจน ์
แนวคิดที่ใชใ้นการพิสูจน ์สมมติฐานและขอ้สรุป แง่มุมที่ละเอียดอ่อนของการพิสูจน ์ดังนัน้สิ่งที่
ส  าคญัที่สดุ คือ ค าตอบของนกัเรียน 

 
2.3.3 ข้อเสียของการประเมินความเข้าใจการพิสูจน ์

“ไม่มีการประเมินรูปแบบใดที่ไม่มีข้อเสีย” (Conradie & Frith, 2000, p. 232) 
ขอ้เสียของแบบทดสอบความเขา้ใจการพิสจูน ์ใชเ้วลาในการตรวจใหค้ะแนนมากขึน้ เนื่องจากการ
ใหค้ะแนนค าถามสัน้อาจใชเ้วลานานกว่าการอ่านพิสจูนท์ัง้หมด ขอ้พึงระวงั คือนกัเรียนอาจคิดว่า
ไม่จ าเป็นตอ้งเตรียมตัวก่อนสอบ เนื่องจากมีการเตรียมบทพิสูจนไ์วใ้หส้  าหรบันักเรียนแลว้ ควร
หลีกการบอกนกัเรียนว่ามีการเตรียมบทพิสจูนไ์วใ้ห ้การทดสอบซ า้ อาจน าไปสู่รูปแบบการท่องจ า 
และควรใชก้ารทดสอบในรูปแบบอ่ืน ๆ ขอ้ค าถามควรใชข้อ้ความอย่างระมัดระวังเพื่อสรา้งความ
ชัดเจนว่าคาดหวังสิ่งใดจากนักเรียน ควรเพิ่มการทดสอบความเข้าใจการพิสูจน์ที่ “ไม่สังเกต” 
เพื่อใหน้ักเรียนมีประสบการณ์ในการอ่านและพยายามท าความเขา้ใจคณิตศาสตร ์“ใหม่” ดว้ย
ตัวเอง (Conradie & Frith, 2000, pp. 230-233) การประเมินแบบเดิมน าไปสู่กลยุทธ์การเรียนรู้
แบบท่องจ าดว้ยความเขา้ใจเพียงนอ้ยนิด แต่แบบประเมินความเขา้ใจช่วยขยายขอบเขตกลยุทธ์
ในการเรียนรู ้แต่ในขณะเดียวกนัความถูกตอ้งและความเชื่อมั่นของการวัดความเขา้ใจการพิสจูน์
เป็นสิ่งที่วดัไดย้าก 

 
2.4 แบบประเมินความเข้าใจการพิสูจน ์

หลินและหยาง (Lin & Yang, 2007) เป็นผูร้ิเริ่มใชค้  าว่า “การอ่านเพื่อความเขา้ใจ
การพิสูจนท์างเรขาคณิต (reading comprehension of geometry proof)” โดยใหค้วามหมายไว้
ว่า “การอ่านเพื่อความเขา้ใจ (reading comprehension) หมายถึง การท าความเขา้ใจการพิสจูน์
จากองคป์ระกอบที่ส  าคญัของการรูว้ิธีการพิสจูนแ์ละท าไมการพิสจูนถ์กูตอ้ง และรูว้่าสิ่งใดสามารถ
พิสูจนไ์ด”้ (Yang & Lin, 2008, p. 60) และไดส้รา้งรูปแบบการประเมินการอ่านเพื่อความเขา้ใจ
การพิสจูนท์างเรขาคณิต โดยรูปแบบแบ่งออกเป็น 4 ระดบั ไดแ้ก่  

ระดับแรก “ความเขา้ใจผิวเผิน” เป็นความเขา้ใจที่เกิดขึน้เองโดยปราศจากการ
วิเคราะหอ์งคป์ระกอบของการอา้งเหตุผลในการพิสูจน ์องคป์ระกอบเหล่านีเ้ป็นความรูเ้ชิงมโน
ทัศนแ์ละเชิงกระบวนการ เช่น ความหมายของค าศัพท ์สัญลักษณ์ และการค านวณการวัดทาง
เรขาคณิต 
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ระดับที่สอง “ความเขา้ใจการรูจ้  าองคป์ระกอบ” รบัรูข้อ้ตั้ง ขอ้ยุติ หรือสมบัติที่
ประยกุตใ์ชใ้นการพิสจูน ์

ระดบัที่สาม “ความเขา้ใจการเชื่อมโยงองคป์ระกอบ” เชื่อมโยงขอ้ตัง้ สมบติั และ
ขอ้ยติุในการพิสจูน ์

ระดบัที่สี่ “ความเขา้ใจที่ถูกห่อหุม้” เป็นระดบัสงูสดุของรูปแบบ เรียบเรียงทฤษฎี
บทและการพิสูจนใ์นภาพรวม สามารถประยุกต์ทฤษฎีบทและการพิสูจน์ และสามารถจ าแนก
ความแตกต่างของขอ้ตัง้และทฤษฎีบทท่ีคลา้ยกนัได ้

รูปแบบการประเมินที่เนน้ความเขา้ใจการพิสจูนป์ระยุกตม์าจากรูปแบบการประเมิน
การอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของ Yang and Lin (2008) และการทดสอบ
ความเขา้ใจส าหรบัคณิตศาสตรข์อง Conradie and Frith (2000) โครงสรา้งหลกัของรูปแบบนีแ้บ่ง
ออกเป็นสองกลุ่ม ได้แก่ ความเข้าใจแบบเฉพาะ และความเข้าใจแบบองค์รวม รูปแบบแบ่ง
ออกเป็น 7 มิติ โดยสามมิติแรกเป็นความเขา้ใจแบบเฉพาะซึ่งเป็นความเขา้ใจของนกัเรียนเก่ียวกบั
ค าศพัทแ์ละขอ้ความ (บทนิยาม ทฤษฎีบท หรือขอ้ความที่ก าลงัจะพิสจูน)์ และอีกสี่มิติที่เหลือเป็น
ความเขา้ใจแบบองคร์วมซึ่งเป็นความเขา้ใจของนักเรียนเก่ียวกับการมองภาพรวมของบทพิสูจน ์
เช่น แนวคิดหลกั วิธีการพิสจูน ์และการประยกุตส์ูบ่รบิทอ่ืน 

มิติแรก “ความหมายของค าศพัทแ์ละขอ้ความ” วิธีพืน้ฐานในการท าความเขา้ใจ
ขอ้ความทกุประเภท คือ การท าความเขา้ใจความหมายของแต่ละค าและประโยค  

ตวัอย่างค าถามประเมินขอบเขตความเขา้ใจความหมายของค าศพัท ์
1. ระบคุ าจ ากดัความของค าศพัทท์ี่ก าหนดใหใ้นบทพิสจูน ์
2. ระบตุวัอย่างที่แสดงถึงค าศพัทท์ี่ก าหนดใหใ้นบทพิสจูน ์

ตวัอย่างค าถามประเมินขอบเขตความเขา้ใจในแต่ละขอ้ความ 
1. ระบขุอ้ความที่แตกต่างแต่สมมลูกนั 
2. ระบคุวามหมายบางสว่นของขอ้ความที่ก าหนดใหใ้นบทพิสจูน ์
3. ระบตุวัอย่างที่แสดงถึงขอ้ความที่ก าหนดใหบ้ทพิสจูน ์

มิติถดัไป “สถานะตรรกะของขอ้ความและกรอบการพิสจูน”์ การยืนยนัการพิสจูน์
สามารถมีสถานะที่แตกต่างกัน การท าความเข้าใจสถานะของการยืนยันต่าง ๆ ในการพิสูจน ์
เขา้ใจตรรกะการพิสจูน ์ไม่เพียงระบสุถานะตรรกะขอ้ความในการพิสจูนเ์ท่านัน้ แต่ตอ้งตระหนกัถึง
ความสมัพันธเ์ชิงตรรกะระหว่างขอ้ความที่พิสูจนแ์ลว้ สมมติฐาน และขอ้สรุปของการพิสูจน ์การ
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ตระหนกัถึงความสมัพนัธน์ี ้เรียกว่า กรอบการพิสจูน ์(โครงสรา้งระดบัสงูสดุของการพิสจูน ์ที่ไม่ได้
ขึน้อยู่กบัรายละเอียดของความรูท้ี่เก่ียวขอ้งกบัแนวคิด) 

ตวัอย่างการขอใหน้กัเรียนท าสิ่งต่อไปนีเ้พื่อประเมินความเขา้ใจกรอบการพิสจูน ์
และสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความในการพิสจูน ์

1. ระบจุดุประสงคข์องขอ้ความในกรอบการพิสจูน ์
2. ระบปุระเภทของกรอบการพิสจูน ์

มิติที่สาม “การใหเ้หตุผลในการอา้ง” ในการพิสูจน์ขอ้ความใหม่จะถูกอนุมาน
จากขอ้ความก่อนหนา้ที่ไดร้บัการยอมรบัจากหลกัการทางคณิตศาสตร ์(เช่น ทฤษฎีบท กฎ สมบติั) 

ตวัอย่างการประเมินขอบเขตความเขา้ใจการใหเ้หตผุลในการอา้งในการพิสจูน ์
1. ระบเุหตผุลที่ชดัเจนในการพิสจูน ์
2. ระบขุอ้มลูเฉพาะที่สนบัสนนุการอา้งที่ก าหนดให ้
3. ระบกุารอา้งเฉพาะที่สนบัสนนุโดยขอ้ความที่ก าหนดให ้

มิติที่สี่  “การสรุปผ่านแนวคิดระดับสูง” โครงสรา้งของการพิสูจน์เป็นวิธีการ
ปรบัปรุงความเขา้ใจการพิสจูนน์กัเรียน นั่นหมายถึงนกัเรียนมมุมองระดบับนสดุ และเขา้ใจแนวคิด
หลกัของการพิสจูน ์

มีอย่างนอ้ยสองวิธีที่จะประเมินความเขา้ใจการสรุปแนวคิดระดบัสงูได ้
1. ระบหุรือใหข้อ้สรุปที่ดีของการพิสจูน ์
2. ระบหุรือใหข้อ้สรุปที่ดีของการพิสจูนย์่อยที่ส  าคญั 

มิติที่หา้ “การระบุโครงสรา้งย่อย” การแบ่งการพิสจูนเ์ป็นวิธีหนึ่งที่ท าใหน้ักเรียน
มองเห็นการพิสจูนไ์ดช้ดัเจนขึน้ว่าวตัถปุระสงคข์องแต่ละสว่นย่อยคืออะไร 

ตวัอย่างการประเมินความเขา้ใจเก่ียวกบัความสมัพนัธข์องแต่ละสว่นย่อย 
1. แบ่งการพิสจูนอ์อกเป็นสว่นย่อย ๆ 
2. ระบจุดุประสงคข์องแต่ละสว่นย่อยในการพิสจูน ์
3. ระบคุวามสมัพนัธเ์ชิงตรรกะระหว่างสว่นย่อย 

มิติที่หก “การถ่ายโอนแนวคิดทั่วไป หรือวิธีการสูบ่รบิทอ่ืน ๆ” สิ่งส  าคญัของความ
เขา้ใจการพิสจูนคื์อการระบุกระบวนการพิสจูน ์หรือวิธีการใชก้ระบวนการเหลา่นัน้ และสามารถน า
แนวคิดของขอ้พิสจูนท์ี่น าเสนอในชัน้เรียนไปประยกุตใ์ชก้บับริบทอ่ืน ๆ ได ้

มีสามวิธีที่จะประเมินความเขา้ใจเก่ียวกบัการถ่ายโอนแนวคิดหรือวิธีการสูบ่ริบท
อ่ืน ๆ 
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1. การถ่ายโอนวิธีการ 
2. ระบวุิธีการ 
3. ระบขุอบเขตของวิธีการ 

มิ ติสุดท้าย “การอธิบายด้วยตัวอย่าง” ความเข้าใจการพิสูจน์เก่ียวกับ
ความสามารถในการอธิบายล าดบัการอา้งในรูปของตวัอย่าง  

ตวัอย่างการประเมินการอธิบายดว้ยตวัอย่าง 
1. การอธิบายล าดบัการอา้งดว้ยตวัอย่าง 
2. การตีความขอ้ความหรือการพิสจูนใ์นรูปของแผนภาพ 
 

ในการศึกษาธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียนระดับ
มัธยมศึกษาตอนตน้ครัง้นี ้อยู่บนพืน้ฐานแนวคิดของรูปแบบการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจน์
ทางเรขาคณิตของ Yang and Lin (2008) และใชเ้ป็นกรอบแนวคิดในการสรา้ง งาน : ความเขา้ใจ
การพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนตน้ ในการศึกษาครัง้นีม้ีจุดประสงค์
เพื่ออธิบายธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา
ตอนตน้ใน 5 ดา้น ไดแ้ก่  

1. ด้านความรู้พื ้นฐาน เป็นการวัดความเข้าใจเก่ียวกับค าศัพท์ ข้อความ 
สัญลักษณ์ และรูปภาพที่แนบประกอบการพิสูจน์ โดยนักเรียนต้องเข้าใจค าศัพท์ ข้อความ 
สญัลกัษณ ์และรูปภาพเกือบทัง้หมดของการพิสูจนท์ี่ก าหนดให ้สามารถตระหนักถึงความหมาย
ของสัญลักษณ์ที่ปรากฏบนภาพ และสามารถอธิบายและตระหนักถึงความหมายสมบัติของ
ค าศพัทท์ี่ใชใ้นการพิสจูนไ์ด ้

2. ดา้นสถานะเชิงตรรกะ ดา้นสถานะเชิงตรรกะวดัความเขา้ใจจากการที่นกัเรียน
สามารถระบุไดว้่าขอ้ความพิสูจนส์่วนใหญ่มีสถานะเป็นขอ้ตั้ง (premise) ขอ้สรุป (conclusion) 
หรือสมบติัที่ใช ้(applied properties) ตระหนกัถึงเงื่อนไขที่สามารถน ามาใชไ้ดโ้ดยตรงโดยไม่ตอ้ง
อธิบายเพิ่มเติม ตัดสินความสมัพันธ์เชิงตรรกะระหว่างขอ้ตัง้และขอ้สรุป และสามารถบอกไดว้่า
การพิสจูนท์ี่ก าหนดใหต้อ้งใชส้มบติัขอ้ใดบา้ง 

3. ดา้นการใหข้อ้สรุป สามารถวดัไดจ้ากการระบุขอ้ตัง้ ขอ้สรุป หรือกระบวนการ
ที่ส  าคญั และใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูนไ์ด ้
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4. ดา้นความทั่วไป สามารถวดัไดจ้ากการพิจารณาความถกูตอ้งของการพิสจูนท์ี่
ก าหนดให ้และสามารถใชก้ารพิสูจนต์รวจสอบขอ้ความ หรือกระบวนการพิสจูนใ์นสถานการณ์ที่
ก าหนดใหไ้ด ้

5. ดา้นการประยุกต ์สามารถวัดไดจ้ากการที่นักเรียนสามารถประยุกตค์วามรู้
หรือวิธีการจากการพิสจูนท์ี่ก าหนดใหไ้ปสูส่ถานการณห์รือขอ้ความพิสจูนอ่ื์นได ้

3. การอ่านพิสูจน ์
กิจกรรมการอ่านพิสูจน์ไม่เพียงควบคุมความถูกตอ้งของการพิสูจน ์แต่ยังเน้นการท า

ความเขา้ใจบรบิทของการพิสจูนน์ัน้ดว้ย การอ่านไม่ไดเ้ป็นเพียงการจ าค าหรือระลึกความหมายได ้
แต่ยังเป็นกระบวนการสรา้งความเข้าใจระหว่างผู้อ่านกับสื่อและเนื ้อหา การพิสูจน์ทฤษฎีบท
ส าคัญมักจะถูกจัดเตรียมและอาจมีการพิจารณาโครงสรา้งที่จ  าเป็นในรายละเอียดบางอย่าง 
(Conradie & Frith, 2000, p. 225; Inam et al., 2018, p. 341) ใหน้ักเรียนไดฝึ้กการอ่าน ซึ่งเป็น
ทกัษะการคาดการณ์ แต่ไม่ค่อยมีการสอนลกัษณะดังกล่าวในวิชาคณิตศาสตร ์การเนน้การอ่าน
และท าความเขา้ใจการพิสูจนช์่วยใหน้ักเรียนมีแนวคิดที่แม่นย าในการพิสจูน ์ (Conradie & Frith, 
2000, pp. 233-234) 

นกัการศึกษาหลายคนยอมรบัว่าการอ่านเป็นสิ่งส าคญัส าหรบัการไดร้บัความเขา้ใจจาก
การฝึกฝน (Shepherd & van de Sande, 2014) ความสามารถในการอ่านและท าความเขา้ใจการ
พิสูจน์เป็นทักษะที่นักเรียนควรพัฒนา (Yang & Lin, 2008) เหตุผลหลักที่นักเรียนตอ้งอ่านและ
ศึกษาการพิสูจน ์คือ พวกเขาสามารถท าความเขา้ใจและเรียนรูก้ารพิสูจนไ์ด ้(Mejia-Ramos et 
al., 2012, p. 3) ต าราสามารถถือไดว้่าเป็นการอ านวยความสะดวกในการสนทนาระหว่างผูเ้ขียน
และผู้อ่านที่ให้โอกาสในการค้นพบและส ารวจแนวคิดและขั้นตอนใหม่ (Shepherd & van de 
Sande, 2014, p. 86) การเป็นนกัอ่านที่ดีของขอ้ความทั่วไปไม่จ าเป็นตอ้งเป็นนกัอ่านที่ดีของต ารา
คณิตศาสตร ์กลยทุธท์ี่ผูอ่้านใชส้รา้งความหมายจากต าราขึน้อยู่กบัเปา้หมายของผูอ่้านและเนือ้หา
ที่อ่านของผูอ่้านแต่ละคน (Mejia-Ramos et al., 2012, p. 4; Shepherd & van de Sande, 2014, 
p. 75)  

การอ่านเป็นองคป์ระกอบส าคัญในการเรียนการสอน และการอ่านเพื่อความเขา้ใจจึง
จ าเป็นต่อการเรียนรูท้ี่ประสบความส าเรจ็ กลยทุธก์ารอ่านที่นกัเรียนมีไม่เพียงพอที่จะอ่านขอ้ความ
ที่มีความถกูตอ้งและกระชบั หรือหลีกเลี่ยงความซ า้ซอ้นของการใชค้ าและโครงสรา้งทางไวยากรณ์
ที่ซบัซอ้น ความลม้เหลวของนกัเรียนในการใชก้ลยุทธ์การอ่านอย่างมีประสิทธิภาพร่วมกบัการใช้
กลยุทธท์ี่ไม่มีประสิทธิภาพสามารถ อย่างนอ้ยก็อธิบายบางส่วนจากการขาดประสบการณใ์นการ
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อ่านต าราเพื่อความเขา้ใจ นักเรียนจะพยายามถอดความ ระลึกถึงความรูเ้ดิม และอ่านวลีซ  า้เมื่อ
สบัสน รวมถึงการอา้งอิงตวัเลขหรือกราฟโดยปราศจากตวัอย่าง และใหค้วามสนใจกบัสตูรและบท
นิยาม การอ่านออกเสียงตอ้งใชค้วามสามารถในการแปลขอ้ความที่เขียนเป็นค าพูดโดยอตัโนมัติ
และคล่องแคล่ว ถ้าเป้าหมายของการอ่าน คือ การได้รับความรู้และความเข้าใจเพิ่มขึน้ จึง
จ าเป็นต้องมีบางสิ่งที่ชัดเจนมากกว่าแค่การอ่านแต่ละค าบนหน้ากระดาษจนกว่าจะอ่านจบ 
(Davies et al., 2020, p. 181; Shepherd & van de Sande, 2014, pp. 75-80) 

จากการศึกษาของอันวาร ์และคนอ่ืน ๆ (Anwar, Mali, & Goedhart, 2021) พบว่า
นกัศึกษาครูประสบปัญหาเก่ียวการท าความเขา้ใจการเขียนพิสจูนใ์นหนังสือเรียนหรือบนัทึกการ
บรรยาย ความยากเพิ่มมากขึน้เมื่อเขียนในรูปสองคอลัมน ์ซึ่งเป็นรูปแบบที่ใชก้ันทั่วไปในหลาย
ประเทศ และไดใ้หข้อ้เสนอแนะว่าการสอนนกัเรียนในการอ่านพิสจูนท์างเรขาคณิตโดยใชรู้ปแบบที่
หลากหลาย เช่น ผังงานไหล  (flow-chart) เขียนย่อหน้า (paragraph) และสองคอลัมน์ (two-
column) จะช่วยสนบัสนนุการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 

งานวิจัยเก่ียวกับความเข้าใจในการพิสูจน์ของนักเรียนในอดีตเน้นไปที่การสรา้งการ
พิสจูน ์ในปัจจุบนัความเขา้ใจในการเขียนพิสจูนไ์ดร้บัความสนใจนอ้ยลง (Davies et al., 2020, p. 
183) เพราะนกัเรียนไม่ใหค้วามสนใจการกลา่วถึงโครงสรา้งภาพรวมของการพิสจูน ์และไปเนน้การ
ตรวจสอบการค านวณหรือความหมายเฉพาะแทน แบบทดสอบแบบปรนยัท างานไดดี้ในบางแง่มมุ
ของความเขา้ใจมากกว่าแบบทดสอบแบบอ่ืน ๆ แต่ไม่ชดัเจน โดยเฉพาะวิธีการการทดสอบ “การ
สรุปแนวคิดระดับสูง” การสรุปและกลั่นกรองแนวคิดหลักเป็นหัวใจส าคัญของการปฏิบัติทาง
คณิตศาสตร ์ซึ่งเดวีส ์และคนอ่ืน ๆ (Davies et al., 2020) ไดศ้ึกษาการตดัสินเชิงเปรียบเทียบของ
ความเขา้ใจการพิสจูนแ์ละการสรุปบทพิสจูนโ์ดยการใหน้กัเรียนเขียนตอบไม่เกิน 40 ค า แทนการ
เลือกตอบ เพราะการสรุปเป็นการตระหนักถึงมุมมองความเขา้ใจการพิสูจน ์และการตอบแบบ
เลือกตอบไม่เพียงพอที่จะวดัความเขา้ใจการพิสจูนข์องนกัเรียนในมิตินี ้

อันวาร ์และคนอ่ืน ๆ (Anwar et al., 2021) แนะน าว่าการรวมงานที่เน้นการอ่าน และ
งานที่เน้นการเขียน จะสนับสนุนการอ่านเพื่อความเข้าใจ งานที่เน้นการอ่านช่วยความเข้าใจ
ลกัษณะเฉพาะของการพิสูจน ์และงานที่เน้นการเขียนช่วยสนับสนุนการประยุกตท์ฤษฎีบทไปสู่
บริบทอ่ืน ซึ่งสอดคลอ้งกบัขอ้เสนอแนะของเซลเดน และเซลเดน (Selden & Selden, 2015) “ควร
สอนทัง้สองทักษะนีค้วบคู่กนั” การตรวจสอบความถูกตอ้งของการพิสจูนไ์ดร้บัการอธิบายว่าเป็น
การอ่าน และสะทอ้นภาพความพยายามในการพิสจูนใ์หถู้กตอ้ง ความยากในการพิสจูน ์คือ การ
ตีความและใชบ้ทนิยามและทฤษฎีบททางคณิตศาสตร ์นกัคณิตศาสตรม์กัจะอ่านการพิสจูนเ์พื่อ
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เข้าใจอย่างลึกซึง้ ไม่เพียงตรวจสอบความถูกต้อง ความเข้าใจการพิสูจน์ของนักเรียนได้รับ
ประโยชนจ์ากความพยายามในการสรา้งพิสจูน ์(Selden & Selden, 2015)  

การสรา้งพิสจูนข์ึน้ใหม่ดว้ยตัวเอง ยากกว่าการท าความเขา้ใจการพิสูจนท์ี่เสร็จแลว้ใคร
คนหนึ่ง หรือการตรวจสอบความถูกตอ้งโดยจะตอ้งไม่เป็นความพยายามพิสจูนท์ี่นกัเรียน “อ่านไม่
ออก” หนึ่งในความแตกต่างระหว่างความเขา้ใจการพิสูจนแ์ละการตรวจความถูกตอ้งการพิสูจน์
อาจจะเป็นเพราะความเขา้ใจการพิสจูนส์่วนใหญ่สามารถสรุปไดอ้ย่างสมเหตสุมผลว่าการพิสจูน์
นัน้ถูกตอ้ง โดยเฉพาะปรากฏในหนงัสือเรียนหรือการบรรยาย ใหค้วามสนใจความเขา้ใจการพิสจูน์
เพราะใชเ้วลาส่วนใหญ่ไปกับการดูและฟังกับการสาธิตพิสูจนใ์นการบรรยาย และมอบหมายให้
อ่านการพิสูจน์ในหนังสือเรียน การบรรยายโดยให้รายละเอียดโดยการพูดมากกว่าเขียนบน
กระดานด า นกัเรียนไม่เพียงลอกตามบนกระดานด า แต่ไม่ไดใ้หค้วามสนใจกบัรายละเอียดที่ครูให้
เพิ่ม ส่งผลใหไ้ม่เขา้ใจสิ่งที่ครูจะสื่อ และไม่เห็นสิ่งส าคัญที่ครูก าลงัอธิบายดว้ยค าพูด (Selden & 
Selden, 2015) 
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บทที ่3 
วิธีด าเนินการวิจัย 

การวิจัยครั้งนี ้มุ่ งศึกษาความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ
มัธยมศึกษาตอนต้น โดยก าหนดค าถามการวิจัยไว้ 2 ข้อ ดังนี ้ 1) ธรรมชาติของความเข้าใจ 
การพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียนระดบัมัธยมศึกษาตอนตน้มีลกัษณะเป็นอย่างไร 2) กลยุทธ์
การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของนกัเรียนระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้มีลกัษณะ
เป็นอย่างไร ใชว้ิธีการวิจยัเชิงคณุภาพตัง้แต่กระบวนการออกแบบการวิจยั การตัง้ค าถามการวิจัย
ความมุ่งหมาย ระเบียบวิธีการ การวิเคราะห์ขอ้มูล และความถูกต้องและความน่าเชื่อถือของ  
การวิจยั 

กระบวนการวิจัยเชิงคุณภาพแบบสรา้งทฤษฎีจากขอ้มูล มีความเหมาะสมในการเก็บ
รวบรวมขอ้มูล และการวิเคราะหข์อ้มูล เนื่องจากการวิจัยครัง้นีเ้ป็นการส ารวจระบบที่มีขอบเขต
จ ากัดเพียงกรณี เดียวเท่านั้น คือ ความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ
มธัยมศึกษาตอนตน้ เวลาที่ใชใ้นการศึกษาเป็นภาคเรียนที่ 1 ปีการศึกษา 2567 ซึ่งเป็นเวลาเรียน
ตามปกติของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา และพืน้ที่ที่ศึกษาเป็นโรงเรียนระดับมัธยมศึกษาของรฐั  
ในสงักัดส านักงานเขตพืน้ที่การศึกษามัธยมศึกษาเขต 1 จังหวัดกรุงเทพมหานคร นักเรียนเขา้ที่
รว่มการวิจยัสามารถสะทอ้นความหลากหลายของกลุ่มประชากรไดร้ะดบัหนึ่ง ในการเก็บรวบรวม
ขอ้มูลใชแ้หล่งขอ้มูลที่มีความหลากหลาย ประกอบดว้ย การทดสอบความเขา้ใจการพิสูจนข์อง
นกัเรียนระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้ และการสมัภาษณเ์ชิงลึก ท าใหเ้ห็นภาพรวมของการวิเคราะห์
ขอ้มูลกับการพรรณนารายละเอียดเก่ียวความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียนระดับ
มัธยมศึกษาตอนตน้ เพื่อใหม้ีขอ้มูลหรือเนือ้หาสาระเพียงพอในบริบทที่ก าลงัศึกษา เห็นภาพลึก
ของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตในการตีความหมายของกรณีที่ก าลงัศึกษาอยู่ 

จะเห็นได้ว่าการเลือกใช้กระบวนการวิจัยเชิงคุณภาพแบบสรา้งทฤษฎีจากข้อมูลมี  
ความเหมาะสมกับสิ่งที่ผู ้วิจัยก าลังมุ่งศึกษา เนื่องจากประชากรไม่มีประสบการณ์เก่ียวกับ  
ความเขา้ใจการพิสจูน ์อาจกลา่วไดว้่ายงัไม่เคยเรียนเรื่องความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต หรือ
การอ่านเพื่อความเขา้ใจมาก่อนหนา้ เพราะมาตรฐานการเรียนรูแ้ละตัวชีว้ัดกลุ่มสาระการเรียนรู้
คณิตศาสตร ์(ฉบับปรบัปรุง พ.ศ. 2560) ไดจ้ัดใหน้ักเรียนเริ่มเรียนการพิสูจนใ์นชั้นมัธยมศึกษา 
ปีที่  2 เรื่องความเท่ากันทุกประการ เนื ้อหาการเรียนมุ่งไปที่การวัด (เช่น การค านวณพื ้นที่  
ความยาว) และการสรา้งการพิสจูนแ์บบสองคอลมันเ์ท่านัน้ 
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นักเรียนทีร่่วมการวิจัยและสนามการวิจัย 
1. นักเรียนทีร่่วมการวิจัย 

นักเรียนที่มีส่วนร่วมเป็นนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3 โรงเรียนมัธยมศึกษาของรฐั 
สงักัดส านักงานเขตพืน้ที่การศึกษามัธยมศึกษากรุงเทพมหานคร เขต 1 จ านวน 6 คน ไดม้าจาก
การเลือกแบบเจาะจง โดยก าหนดเกณฑก์ารคดัเขา้ และเกณฑถ์อนนกัเรียนท่ีรว่มการวิจยั ดงันี ้

1.1 เกณฑก์ารคัดเข้า 
1) เป็นนักเรียนระดบัมัธยมศึกษาตอนตน้ เนื่องจากเด็กที่มีอายุในช่วง 11-15 ปี 

นักเรียนสามารถคิดได้ใกล้เคียงกับผู้ใหญ่ ทั้งในเชิงรูปธรรมและนามธรรม สามารถคิดเชิง
สมมติฐานและนิรนัยได ้การคิดมีความเป็นวิทยาศาสตรม์ากขึน้ แก้ปัญหาเชิงนามธรรมอย่างมี
ตรรกะ มีการพิจารณาหลายมมุมอง การใหเ้หตผุลมีความเป็นรูปธรรมมากขึน้ ใชว้ิธีการทางตรรกะ  
และในขณะเดียวกันพัฒนาการเก่ียวกับการให้เหตุผลและการพิสูจน์ของนักเรียนสามารถให้
เหตผุลแบบนิรนยัโดยอยู่บนพืน้ฐานของหลกัการ หรือทฤษฎีบทที่นกัเรียนเรียนมาแลว้ (Santrock, 
2016, pp. 40-50; Woolfolk, 2016, pp. 70-79)  

2) เคยเรียนการพิสจูนท์างเรขาคณิต เรื่อง เสน้ขนาน เพราะบทพิสจูนท์ี่จดัเตรียม
ไวใ้ห้นักเรียนอ่านใน งาน: ความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิต มีเนือ้หาครอบคลุม เรื่อง เส้น
ขนาน จึงจ าเป็นตอ้งระบุเนือ้หาที่นกัเรียนเคยเรียนผ่านมาแลว้ เพื่อป้องกนัมิใหเ้กิดปัญหาที่ส่งผล
ต่อผลการวิจัยทั้งที่ ไม่มีส่วนเก่ียวข้อง เช่น นักเรียนไม่เคยเรียนเนื ้อหานั้นมาก่อนจึงท าให้ไม่
สามารถอ่านและเขา้ใจการพิสจูนท์ี่ก าหนดใหไ้ด ้

1.2 เกณฑก์ารถอนนักเรียนทีร่่วมการวิจัย 
นักเรียนที่ร่วมการวิจัยแสดงออกว่าไม่สบายกาย (เช่น ปวดศีรษะ คลื่นไส ้

อาเจียน เป็นลม) หรือไม่สบายใจ (เช่น เครียด กดดัน หงุดหงิด) ขณะท างาน : ความเขา้ใจการ
พิสูจนท์างเรขาคณิต หรือสมัภาษณ์ จนส่งผลใหไ้ม่สามารถท างานและใหก้ารสัมภาษณ์จนแลว้
เสรจ็ได ้เนื่องจากเป็นการเขา้รว่มเพียงครัง้เดียว แต่ใชเ้วลาต่อเนื่องประมาณ 1 ชั่วโมง 30 นาท ี

2. สนามการวิจัย 
สนามการวิจัยครัง้นีเ้ป็นโรงเรียนระดับมัธยมศึกษาของรฐั ในสังกัดส านักงานเขต

พืน้ที่การศกึษามธัยมศกึษากรุงเทพมหานคร เขต 1 จงัหวดักรุงเทพมหานคร 
2.1 การเลือกสนามการวิจัย 

สนามวิจัยเป็นโรงเรียนระดับมัธยมศึกษาของรฐัขนาดใหญ่พิเศษ จดัการศึกษา
ตั้งแต่ชั้นมัธยมศึกษาปีที่  1 ถึงชั้นมัธยมศึกษาปีที่  6 มีการคัดเลือกนักเรียนด้วยวิธีการที่
หลากหลาย เช่น สอบทั่วไป สอบหอ้งเรียนพิเศษ ความสามารถพิเศษ เป็นตน้ มีการแบ่งหอ้งเรียน
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ตามความสามารถที่นักเรียนผ่านการสอบคัดเลือก จึงเป็นเหตผุลที่ผูว้ิจยัเลือกโรงเรียนแห่งนีเ้ป็น
สนามการวิจัย นักเรียนที่ร่วมการวิจัยสามารถสะท้อนความหลากหลายของกลุ่มประชากร
เป้าหมายไดใ้นระดบัหนึ่ง (โดยมิไดมุ้่งเพื่อเป็นตวัแทนของประชากร) เพื่อใหไ้ดน้ักเรียนที่ร่วมการ
วิจยัที่เหมาะสม มีความรูด้า้นการพิสจูนท์างเรขาคณิต สามารถใหข้อ้มลูในมิติเชิงลึกและเป็นองค์
รวมเก่ียวกบัความเขา้ใจการพิสจูนท์ี่เพียงพอในการตอบค าถามการวิจยั 

อีกเหตุผลหนึ่งโรงเรียนแห่งนีจ้ัดการศึกษาภายใตบ้ริบทของหลกัสูตรแกนกลาง
การศึกษาขั้นพื ้นฐาน พุทธศักราช 2551 และวิชาคณิตศาสตรจ์ัดการเรียนรูภ้ายใต้บริบทของ
มาตรฐานการเรียนรูแ้ละตัวชีว้ัดกลุ่มสาระการเรียนรูค้ณิตศาสตร ์(ฉบับปรบัปรุง พ.ศ. 2560) 
ซึ่งเป็นไปตามการก าหนดเนื ้อหาที่ใช้ในการวิจัยครั้งนี ้ คือ เรื่อง เส้นขนาน และผู้วิจัยเป็นครู
ประจ าการที่ โรงเรียนแห่งนี ้จึงเข้าใจบริบทของการจัดการเรียนรูว้ิชาคณิตศาสตรเ์ป็นอย่างดี  
มีความคุ้นเคยกับครูผู้สอนและนักเรียน ท าให้การเข้าถึงข้อมูลจากครู เช่น ข้อมูลการเรียน  
การพิสจูนท์างเรขาคณิต การตอบค าถามในชัน้เรียน และการสื่อสารทางคณิตศาสตรข์องนกัเรียน
ที่ผ่านเกณฑค์ดัเขา้เป็นรายบุคคล เป็นไปอย่างสะดวกเนื่องจากผูว้ิจัยถูกมองว่าเป็นเพื่อนครู มิใช่
คนนอกจึงใหข้อ้มลูที่เป็นประโยชนต่์อการวิจยัไดอ้ย่างละเอียดและครบถว้น 

2.2 การเข้าสนามการวิจัย 
การเข้าสนามวิจัยเป็นไปอย่างสะดวกและเรียบง่าย เนื่องจากผู้วิจัยเป็นครู

ประจ าการอยู่ที่โรงเรียนดังกล่าว มีความคุน้เคยกับระบบการติดต่อประสานงาน โดยแจง้กับทาง
โรงเรียนดว้ยวาจาว่าขอใชเ้ป็นสนามการวิจัย เมื่อไดร้บัการอนุญาตจึงด าเนินการส่งเอกสารขอ
ความอนุเคราะหข์อ้มลูการวิจยัไปยงัผูอ้  านวยการโรงเรียน และเมื่อไดร้บัความอนุเคราะหจ์ากทาง
โรงเรียนผูว้ิจยัไดด้  าเนินการเก็บขอ้มลูในวนัเสารซ์ึ่งเป็นวนัหยดุ เพื่อเลี่ยงการกระทบเวลาเรียนปกติ
ของผูเ้ขา้รว่มการวิจยั 

เมื่อผู้วิจัยเข้าสนามวิจัยไปแล้วได้ติดต่อกับครูผู้สอนวิชาคณิตศาสตรเ์พื่อ
สอบถามข้อมูลการจัดการเรียนการสอน เรื่อง เส้นขนาน และสอบถามรายละเอียดเพิ่มเติม
เก่ียวกับนักเรียนที่เป็นไปตามเกณฑ์คัดเขา้ ในขณะเดียวกันนักเรียนที่ผ่านเกณฑ์คัดเข้าทุกคน
ได้รบัการแจง้ขอ้มูลพื ้นฐานว่าเขา้ร่วมการวิจัยเรื่องใด มีความมุ่งหมายว่าอย่างไร ต้องปฏิบัติ
อะไรบ้าง และใช้เวลานานเท่าใด หากไม่เขา้ร่วมส่งผลต่อการเรียนการสอน ผลการเรียน หรือ
ผลกระทบต่อผูป้กครอง และเมื่อเขา้รว่มไปแลว้หากมีผลกระทบทางกายหรือทางใจจนไม่สามารถ
กลบัมาท างานต่อจนลุล่วง สามารถขอถอนตัวออกจากการวิจัยไดต้ลอดเวลาที่เขา้ร่วม และเมื่อ
สิน้สดุกระบวนการเลือกนกัเรียนท่ีเขา้ร่วมการวิจยั ผูว้ิจยัจึงด าเนินการเก็บขอ้มลูเป็นล าดบัถดัไป 
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2.3 การออกจากสนามวิจัย 
เนื่องการวิจยัครัง้นีเ้ป็นการวิจยัเชิงคณุภาพจึงด าเนินการเก็บขอ้มลูและวิเคราะห์

ขอ้มลูพรอ้มกนั โดยกระท าพรอ้มกนั จนกว่าผูว้ิจยัมั่นใจว่าขอ้มลูที่ไดเ้ก็บรวบรวมถึงจุดอ่ิมตวัของ
ขอ้มูลและเพียงพอต่อการตอบค าถามวิจัยไดอ้ย่างชัดเจน จึงด าเนินการหยุดเก็บขอ้มูลและออก
จากสนามวิจัยชั่วคราว เพื่อท าการวิเคราะห์ข้อมูล และน าข้อมูลที่ได้จากการถอดเสียง และ
วิเคราะหเ์บือ้งตน้แลว้มาใหน้กัเรียนที่เขา้ร่วมการวิจยัรว่มตรวจสอบ เพื่อการตรวจสอบขอ้มลูแบบ
สามเสา้ใหข้อ้มลูมีความน่าเชื่อถือมากขึน้ 

เคร่ืองมือ และวิธีการสร้าง 
เครื่องมือที่ใชใ้นการวิจยัครัง้นี ้ประกอบดว้ย 

1. งาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 
2. แนวค าถามการสมัภาษณค์วามเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 
3. แบบบนัทกึการสมัภาษณ ์

ซึ่งแต่ละเครื่องมือมีรายละเอียด และวิธีการสรา้งเครื่องมือ ดงันี ้
 
1. งาน: ความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 

เป็นแบบอัตนัย  จ านวน 14 ข้อ  โดยก าหนดให้อ่านการพิสูจน์ที่ ก าหนดให ้ 
จ านวน 1 การพิสูจน ์และตอบค าถาม งานสรา้งขึน้บนพืน้ฐานแนวคิดของรูปแบบการอ่านเพื่อ
ความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต (Yang & Lin, 2008) เพื่อศึกษาความเขา้ใจการพิสูจนท์าง
เรขาคณิตของนกัเรียนระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้ งานฉบบันีม้ีขัน้ตอนในการสรา้ง ดงันี ้

1) ศึกษาเอกสารที่เก่ียวข้องรูปแบบการประเมินการอ่านเพื่อความเข้าใจการ
พิสูจนท์างเรขาคณิตของ Yang and Lin (2008) รูปแบบการประเมินความเขา้ใจการพิสูจนข์อง 
Mejia-Ramos et al. (2012) การทดสอบความเขา้ใจการพิสูจนข์อง Conradie and Frith (2000) 
การประเมินความเขา้ใจการพิสูจนด์ว้ยการสรุปของ Davies and Jones (2022) และการพัฒนา
และความถกูตอ้งของแบบทดสอบความเขา้ใจการพิสจูนข์อง Mejia-Ramos et al. (2017)  

2) ศึกษาเนือ้หาเรขาคณิตของนักเรียนระดบัมัธยมศึกษาตอนตน้ จากสาระการ
เรียนรูแ้ละตัวชีว้ัดกลุ่มสาระการเรียนรูค้ณิตศาสตร ์(ฉบับปรบัปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลักสูตร
แกนกลางการศึกษาขั้นพื ้นฐาน พุทธศักราช 2551 หนังสือเรียนคณิตศาสตรพ์ื ้นฐานระดับ
มธัยมศกึษาตอนตน้ และคู่มือครูคณิตศาสตรร์ะดบัมธัยมศกึษาตอนตน้ 
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3) สรา้งงาน: ความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตเป็นแบบอัตนัย และเป็น
ค าถามปลายเปิด โดยค าถามแต่ละข้อสอดคล้องกับแต่ละมิติของรูปแบบการการอ่านเพื่อ 
ความเขา้ใจการพิสูจน์ ดตูัวอย่างการพิสูจนท์ี่ก าหนดใหจ้ากภาพประกอบ 2 และตวัอย่างค าถาม
จากตาราง 1 

4) เสนองาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตต่ออาจารยท์ี่ปรกึษาปริญญา
นิพนธ ์เพื่อพิจารณาความเหมาะสม และความแม่นย าของค าถาม และปรบังานตามขอ้เสนอแนะ
ของอาจารยท์ี่ปรกึษาปรญิญานิพนธ ์

5) น างาน: ความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตไปใช้กับกลุ่มน าร่องซึ่งเป็น
นกัเรียนชัน้มธัยมศกึษาปีที่ 3 จ านวน 6 คน 

6) เสนองาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตต่ออาจารยท์ี่ปรกึษาปริญญา
นิพนธอี์กครัง้ เพื่อน าเสนอขอ้คน้พบจากการน าไปใชก้บักลุม่น าร่อง และปรบังานตามขอ้เสนอแนะ
ของอาจารยท์ี่ปรกึษาปรญิญานิพนธ ์

7) น างาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตฉบบัสมบูรณ ์ไปใชก้บันกัเรียนที่
มีสว่นรว่มการวิจยั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ภาพประกอบ 2 ตวัอย่างการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้
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ตาราง 1 ตวัอย่างค าถามความเขา้ใจการพิสจูน ์

มิติ วตัถขุองความเขา้ใจ ตวัอย่างค าถาม 

พืน้ฐาน เนือ้หาเกี่ยวกบัขอ้ตัง้และขอ้สรุป จงเขียนหมายเลข 1 ที่มุม A และ หมายเลข 
2 ที่มมุ B 

สถานะเชิงตรรกะ สถานะของขอ้ตัง้ ความสมัพนัธเ์ชิงตรรกะ
ระหว่างขอ้ตัง้และขอ้สรุป สมบตัิที่ใชเ้พื่อ
ไดร้บัขอ้สรุป 

จากการพิสจูน ์ถา้มีคนกล่าวว่า กระบวนการ
พิสูจน์เรียง 1, 2, 4, 3, 5, 6 นั้น  ถูกต้อง 
นกัเรียนมีความเห็นอย่างไร 

การสรุป แนวคิดหลกั จงสรุปการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้
ความทั่วไป ทฤษฎีบท หรือการพิสจูน ์ ก าหนดให.้...(ทฤษฎี)....จงพิสจูนว์่า..... 

การประยกุต ์ ความรูท้ี่ประยกุตส์ู่สถานการณอ่ื์น ถา้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว............. 
แลว้ AXY เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใด 

 
1.1 เหตุผลในการเลือกการพิสูจน ์

การพิสูจน์ที่ก าหนดให้ : ก าหนดให้  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ วมี 
 และ  จงพิสจูนว์่า  

เหตผุลที่เลือกการพิสจูนท์างเรขาคณิต เพราะมีลกัษณะที่แตกต่างจากการพิสจูน์
ทางพีชคณิต “เรขาคณิตไม่ไดเ้ป็นเพียงเครื่องเคียงของเมนูคณิตศาสตร ์แต่ยังเป็นอาหาร เรียก
น า้ย่อยที่ส  าคัญอีกดว้ย” (Goldenberg, Cuoco, & Mark, 2009, p. 3) เรขาคณิตมีสองลักษณะ 
คือ รูปธรรมและนามธรรม เรขาคณิตช่วยส่งเสริมใหน้กัเรียนปฏิบติัระหว่างการมองเห็น (ลกัษณะ
รูปธรรม) และผลการสรุป (รูปแบบนามธรรม) ในขณะเดียวกันเรขาคณิตมีความเป็นนามธรรม  
ไม่น้อยกว่าคณิตศาสตรส์าขาอ่ืน เพราะ จุด เสน้ ระนาบ เป็นเพียงเรื่องจินตนาการเช่นเดียวกับ 
พหุนาม (Goldenberg et al., 2009, p. 21) และวิธีการพิสูจน์เป็นแบบสังเคราะห์มากกว่า
วิเคราะห ์(Chazan & Yerushalmy, 2009, p. 69) และอีกประการหนึ่งคือ การพิสูจนค์วรจัดเป็น
เนือ้หาที่ส  าคัญในการเรียนตั้งแต่ระดับมัธยมศึกษาตอนตน้ ไม่ควรสงวนไวใ้หเ้ป็นกิจกรรมพิเศษ
ของนกัเรียนกลุม่ใดกลุม่หนึ่ง (Komatsu, 2017, p. 129; NCTM, 2000) 

จากบทพิสูจนท์ี่ก าหนดใหม้ีความเหมาะสมในการศึกษาความเขา้ใจการพิสูจน์
ของนักเรียนระดบัมัธยมศึกษาตอนตน้ เนื่องจากในการทดสอบความเขา้ใจการพิสจูน ์Conradie 
and Frith (2000) ไดใ้ห้ขอ้เสนอแนะไวว้่าไม่ควรใหน้ักเรียนท าแบบทดสอบในลักษณะเดียวกัน
จ านวนหลาย ๆ บทพิสูจน์ เพื่อหลีกเลี่ยงการจดจ ารูปแบบและลอกเลียนแบบการตอบค าถาม
ลกัษณะเดียวกนั ในการศึกษาครัง้นีผู้ว้ิจัยไดก้ าหนดการพิสูจนไ์วจ้  านวน 1 การพิสจูนเ์ป็นเนือ้หา
เรขาคณิต เรื่อง เสน้ขนาน และตอ้งใชค้วามรูเ้ก่ียวกับสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และมุม
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ภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั เพื่อท าความเขา้ใจบทพิสจูน ์อีก
ทัง้การเขียนแสดงการพิสจูนเ์ป็นแบบสองคอลมันเ์ขียนแสดงละเอียด ครบถว้นทกุบรรทดั  

 
2. แนวค าถามการสัมภาษณค์วามเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 

การศึกษาขอ้มลูเชิงลึกเก่ียวกบัความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตของนกัเรียน
ระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้ครัง้นี ้ใชก้ารสมัภาษณแ์บบงานเป็นฐาน (task based interviews) แนว
ค าถามที่ใชใ้นการสมัภาษณ์ก าหนดใหม้ีความสอดคลอ้งกบังาน : ความเขา้ใจการพิสจูนท์ี่ผูว้ิจัย
สรา้งขึน้ ซึ่งมีขัน้ตอนในการสรา้งแนวค าถามการสมัภาษณ ์ดงันี ้

1) ศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวข้องกับรูปแบบการประเมินการอ่านเพื่อ
ความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของ Yang and Lin (2008) รูปแบบการประเมินความเขา้ใจ
การพิสจูนข์อง Mejia-Ramos et al. (2012) การทดสอบความเขา้ใจการพิสจูนข์อง Conradie and 
Frith (2000) การประเมินความเขา้ใจการพิสจูนด์ว้ยการสรุปของ Davies and Jones (2022) และ
การพัฒนาและความถูกต้องของแบบทดสอบความเขา้ใจการพิสูจน์ของ Mejia-Ramos et al. 
(2017) การสมัภาษณเ์ชิงลกึ และการเก็บขอ้มลูของการวิจยัเชิงคณุภาพ 

2) ออกแบบแนวค าถามการสมัภาษณ์ใหม้ีความสอดคลอ้งกับประเด็นที่ศึกษา 
ไดแ้ก่ ความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต และกลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์าง
เรขาคณิต ซึ่งประกอบด้วย (1) ค าถามหลัก เป็นค าถามเปิดประเด็นการสัมภาษณ์ในแต่ละ
ประเด็น ซึ่งมีความเชื่อมโยงเป็นเรื่องเดียวกัน ในแต่ละค าถามหลกัประกอบดว้ย (2) ค าถามเพื่อ
เก็บรายละเอียดและความชัดเจนเพื่อช่วยใหไ้ดข้อ้ขอ้มลูที่เป็นรายละเอียดและลงลึกมากขึน้ และ 
(3) ค าถามเพื่อตามประเด็นเป็นค าถามที่ เกิดขึน้เฉพาะหน้าที่คิดขึน้และถามทัน ทีขณะที่ท า 
การสัมภาษณ์ เมื่อได้รับค าตอบที่ เป็นประเด็นใหม่และน่าติดตาม  โดยดูตัวอย่างค าถาม 
การสมัภาษณไ์ดจ้ากตาราง 2 

3) เสนอแนวค าถามการสัมภาษณ์ต่ออาจารย์ที่ปรึกษาปริญญานิพนธ์ เพื่อ
พิจารณาความเหมาะสม และความแม่นย าของค าถาม และปรบัแนวค าถามการสมัภาษณ์ตาม
ขอ้เสนอแนะของอาจารยท์ี่ปรกึษาปรญิญานิพนธ ์

4) น าแนวค าถามการสัมภาษณ์ ไปใช้กับกลุ่มน าร่องซึ่ งเป็นนักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปีที่  3 จ านวน 6 คน เมื่อเสร็จสิ ้นการท างาน ระหว่างการสัมภาษณ์มีการบันทึก 
การสมัภาษณ ์เพื่อน าผลการสมัภาษณม์าวิเคราะห ์ 

1. แนวทางในการตีความค าถาม 
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2. ค าตอบรว่มกนัในแต่ละขอ้ 
3. แนวทางในการตดัสินค าตอบ 

เพื่อใหม้ีความมั่นใจว่าค าตอบของงาน : ความเขา้ใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิต
ของนักเรียนที่มีส่วนร่วมบ่งชี ้ถึงความเข้าใจอย่างแท้จริง โดยตรวจสอบค าตอบที่ถูกต้องนั้น 
นกัเรียนที่มีส่วนร่วมตอบไดถู้กตอ้งเพราะเขา้ใจการพิสจูนแ์ละค าถามที่ก าหนดให ้หรือเพียงเพราะ
เป็นค าตอบที่สุม่มา และตรวจสอบค าตอบที่ผิด ตอบผิดเพราะไม่เขา้ใจการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้หรือ
เกิดจากการตีความเจตนาของค าถามของงานคลาดเคลื่อน รวมทัง้การตีความค าถามของนกัเรียน
ที่มีสว่นรว่มเก่ียวกบั และวิธีการท่ีใชร้ะหว่างการอ่านการพิสจูนท์างเรขาคณิตที่ก าหนดให ้

5) เสนอแนวค าถามการสัมภาษณ์ต่ออาจารยท์ี่ปรึกษาปริญญานิพนธ์อีกครัง้ 
เพื่อน าเสนอขอ้คน้พบจากการน าไปใชก้บักลุ่มน าร่อง พิจารณาความเหมาะสมและความแม่นย า
ของค าถามแต่ละขอ้ และปรบัแนวค าถามตามขอ้เสนอแนะของอาจารยท์ี่ปรกึษาปรญิญานิพนธ ์

6) น าแนวค าถามการสมัภาษณไ์ปใชป้ระกอบการสมัภาษณน์กัเรียนท่ีมีส่วนรว่ม 

ตาราง 2 ตวัอย่างแนวค าถามการสมัภาษณ ์

ค าถามหลกั ค าถามเก็บรายละเอียด ค าถามตามประเด็น 
ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 
(มโนทศัน)์ 
1. นิยาม “รูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว” ว่าอย่างไร 
 
 
2. บทพิสจูน ์1 ที่ก าหนดใหถ้กูตอ้งหรือไม่ 
 
3. ขอ้ความใดที่เป็นผลโดยตรงมาจาก 
XY//BC บา้ง 

 
 
1.1 บอกสมบตัิของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 
1.2 รูปสามเหลี่ยมดา้นเท่าเป็นรูปสามเหลี่ยม
หนา้จั่วหรือไม่ 
2.1 บทพิสจูนท์ี่ก าหนดใหส้ามารถสลบับรรทดัใน
การเขียนไดห้รือไม่ 
3.1 ถา้ไม่ก าหนดว่า XY//BC จะสามารถพิสจูน์
ไดห้รือไม่ 

 
 
 
 
 
2.1.1 สลบัขัน้ตอนแลว้บท
พิ สู จ น์ ยั ง ค ง เ ป็ น จ ริ ง
หรือไม่ 

กลยุทธ์การอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์
ทางเรขาคณิต (มโนทศัน)์ 
1. มีการวางแผนล่วงหนา้หรือไม่ ว่าตอ้งท า
อะไรบา้งเม่ือเร่ิมอ่าน 
 

 
 
1.1 เล่าล าดบัเหตกุารณต์ัง้แต่ไดร้บัแบบทดสอบ
จนส่งแบบทดสอบ 
1.2 เพราะอะไรจึงเลือกท าสิ่งนัน้เป็นสิง่แรก 
 

 
 
 
 
1.2.1 สลับขั้นตอนในการ
อ่านไดห้รือไม่ 
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3. แบบบันทกึการสัมภาษณ ์
การศึกษาข้อมูลเชิงลึกเก่ียวกับความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตใช ้

การสัมภาษณ์แบบงานเป็นฐาน ระหว่างการสัมภาษณ์มีการบันทึกวิดีโอ  บันทึกเสียง และ 
จดบันทึกข้อมูลที่ส  าคัญ เช่นพฤติกรรม และอวจนภาษาของผู้ให้สัมภาษณ์ที่พบระหว่าง 
ท าการสมัภาษณ ์เพื่อน าขอ้มลูที่ไดม้าใชป้ระกอบการวิเคราะหบ์ทสมัภาษณ ์การสรา้งแบบบนัทึก 
การสมัภาษณม์ีขัน้ตอน ดงันี ้

1) ศกึษาเอกสารเก่ียวกบัการสมัภาษณเ์ชิงลกึ และการบนัทกึการสมัภาษณ ์
2) สรา้งแบบบนัทกึการสมัภาษณ ์
3) เสนอแบบบันทึกการสัมภาษณ์ ต่ออาจารย์ที่ ปรึกษาปริญญานิพนธ ์ 

เพื่อพิจารณาความเหมาะสม และปรบัแบบบันทึกการสัมภาษณ์ตามขอ้เสนอแนะของอาจารย ์
ที่ปรกึษาปรญิญานิพนธ ์

4) น าแบบบนัทกึการสมัภาษณไ์ปใชบ้นัทกึระหว่างท าการสมัภาษณ์ 

กระบวนการเก็บข้อมูล 
การเก็บรวบรวมข้อมูลครั้งนี ้ ประกอบด้วยการท างาน : ความเข้าใจการพิสูจน์ทาง

เรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนตน้ และการสัมภาษณ์แบบงานเป็นฐานเก่ียวกับ
ความเขา้ใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิต และวิธีการที่นักเรียนใชใ้นการอ่านการพิสูจนท์ี่ก าหนดให ้ 
ซึ่งมีรายละเอียด ดงันี ้

 
1. งาน: ความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 

1) การท างาน: ความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต โดยใหน้กัเรียนที่มีส่วนร่วมอ่าน
และท าความเขา้ใจการพิสูจนท์ี่ก าหนดใหใ้นงาน: ความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต และตอบ
ค าถามจากการพิสูจน์ที่ก าหนดให้ ใหเ้วลาในการท าประมาณ 30 นาที และในขณะที่ท างานมี 
การบนัทกึวิดีโอตลอดการท า 

2) เมื่อเสร็จสิน้ ใหน้ักเรียนที่มีส่วนร่วมนั่งพักคอยเพื่อเป็นการลดความกังวลในการ
สัมภาษณ์ ในขณะนีผู้ ้วิจัยตรวจงาน เพื่อดูว่ามีประเด็นใหม่ หรือสิ่งที่น่าสนใจในการตอบงาน
หรือไม่ และก าหนดค าถามในการสมัภาษณเ์พิ่มเติมไดแ้ก่ค าถามเพื่อเก็บรายละเอียด หรือค าถาม
ตามประเด็น 
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2. การสัมภาษณ ์
การสมัภาษณป์ระกอบดว้ยค าถาม 2 ประเด็นหลกั ไดแ้ก่ ความเขา้ใจการพิสจูนท์าง

เรขาคณิต และกลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูน ์ซึ่งในแต่ละประเด็นประกอบดว้ยค าถาม
หลัก  ค าถ าม เก็ บ รายล ะ เอี ยด  แล ะค าถ าม ตามป ระ เด็ น  (ดู ตั ว อย่ า งแน วค าถ าม  
การสมัภาษณ ์ตาราง 2) การสมัภาษณเ์ริ่มขึน้เมื่อผูว้ิจยัตรวจสอบประเด็นที่น่าสนใจจากการตอบ
งานของนักเรียนที่มีส่วนร่วมเรียบรอ้ยแล้ว ใช้เวลาในการสัมภาษณ์ประมาณ 30 นาทีต่อคน 
ระหว่างการสมัภาษณม์ีการบนัทึกเสียง บนัทึกวิดีโอ และบนัทึกการสมัภาษณ ์(เสียงและวิดีโอที่ได้
จากการสมัภาษณ์ ไม่มีการเผยแพร่ขอ้มูลใดๆ เก่ียวกับนักเรียนที่มีส่วนร่วม ใชป้ระกอบการถอด
เสียงสมัภาษณเ์ท่านัน้) เพื่อใชป้ระกอบการวิเคราะหข์อ้มลู 

 
3. การตรวจสอบข้อมูล 

การตรวจสอบขอ้มูลมีวตัถุประสงคเ์พื่อใหม้ั่นใจในความเชื่อถือไดข้องขอ้มูล ตรวจดู
ความครบถว้นของขอ้มลู และประเมินคุณภาพของขอ้มูลว่าอยูในระดบัที่น ามาวิเคราะหเ์พื่อตอบ
ค าถามการวิจยัได ้

ในการตรวจสอบเพื่อหาความเชื่อถือไดข้องขอ้มลูในระหว่างรวบรวมขอ้มลู ผูว้ิจัยได้
เชิญอาจารยท์ี่ปรึกษาปริญญานิพนธ์ไปสัมผัสสิ่งที่ก าลังศึกษาในสนามจริง เพื่อใหอ้าจารยเ์กิด
ความเขา้ใจเก่ียวกับขอ้มูลเบือ้งตน้ และยอมรบัความเชื่อถือไดข้องขอ้มูล  อีกทัง้การซกัถามและ
ขอ้เสนอแนะของอาจารยท์ี่ปรกึษาช่วยใหผู้ว้ิจยัตอ้งตรวจสอบขอ้มลูอย่างระมดัระวงัมากขึน้ 

ใหน้กัเรียนที่เขา้รว่มการวิจยัมีส่วนร่วมในการตรวจความน่าเชื่อถือ และความถกูตอ้ง
ของข้อมูลด้วย โดยน าข้อมูลที่ได้จากการรวบรวมมาวิเคราะห์ ตีความ และให้นักเรียนช่ว ย
ตรวจสอบว่าการตีความสอดคลอ้งกบัสิ่งที่นกัเรียนตอ้งการสื่อความหมายหรือไม่ 

การวิเคราะหข์้อมูล 
การวิเคราะหข์อ้มูลครัง้นีใ้ชก้ารวิเคราะหเ์ชิงเนือ้หา ซึ่งกระบวนการวิเคราะหข์อ้มูลกับ

กระบวนการรวบรวมขอ้มลูเกิดขึน้พรอ้มกนั กระท าแบบลอ้กนัไปตลอดระยะเวลาของการรวบรวม
ขอ้มลู และยงัท าต่อไปหลงัการรวบรวมขอ้มลูสิน้สดุลง เพราะเนน้การออกไปสมัผสักบัขอ้มลูที่เป็น
รูปธรรมก่อนแลว้จึงพยายามสรา้งขอ้สรุปเชิงนามธรรมในลกัษณะของสมมติฐาน และพยายาม
ตรวจสอบสมมติฐานนั้นเป็นขั้น ๆ ไป จนมั่นใจว่าเป็นขอ้คน้พบที่ลงขอ้สรุปได ้ (สุภางค,์ 2556)  
การวิเคราะหข์อ้มลูเชิงคณุภาพมี 3 ขัน้ตอน ดงันี ้
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1. การจัดการข้อมูล 
การจัดการข้อมูลเป็นการท าให้ข้อมูลที่รวบรวมมาจากการท างาน : ความเข้าใจ 

การพิสูจน ์และบทสัมภาษณ์ของนักเรียนที่มีส่วนร่วมเป็นระเบียบ เพื่อพรอ้มที่น าไปวิเคราะหใ์น
ขั้นตอนต่อไปได้สะดวก เนื่องจากขอ้มูลที่ได้มากจากการรวบรวมขอ้มูลภาคสนาม ยังไม่อยู่ใน
สภาพที่ท าการวิเคราะหไ์ดท้ันที เพราะเป็นเสียงพูดที่มาจากการสมัภาษณ์นักเรียนที่มีส่วนร่วม 
เพื่อเตรียมขอ้มลูใหพ้รอ้มส าหรบัการวิเคราะห ์ผูว้ิจยัด าเนินการดงันี ้

1.1 การจัดระเบียบข้อมูล 
การจัดระเบียบข้อมูลเป็นการจัดการให้ข้อมูลอยู่ในรูปแบบที่พรอ้มให้ผู้วิจัย

ด าเนินการวิเคราะห์ได้สะดวก เนื่องจากข้อมูลที่ได้จากการเก็บรวบรวมข้อมูลภาคสนามเป็น  
การบนัทกึเสียง และวิดีโอการสมัภาษณ ์โดยผูว้ิจยัด าเนินการ ดงันี ้

1) น าบนัทึกเสียง และวิดีโอจากการสมัภาษณ ์มาถอดเสียงออกเป็นขอ้ความ 
ในการถอดเสียงเป็นการถอดโดยละเอียด แบบค าต่อค า รักษาความเป็นธรรมชาติ อารมณ ์
ความหมาย และความรูส้ึกของผู้ให้สัมภาษณ์ ในระหว่างถอดเสียงจะเก็บอวจนภาษา เช่น  
ค าอทุาน เสียงหวัเราะ การเนน้เสียง หรือความเงียบ โดยการใสว่งเล็บสิ่งเหลา่นีไ้วใ้นขอ้ความ 

2) น าเสียงที่ ได้จากการถอดออกมาเป็นข้อความ จัดพิมพ์เก็บไว้ สร้าง
แฟ้มขอ้มลูแยกจากขอ้มลูทั่วไปในคอมพิวเตอร ์ป้องกนัมิใหผู้ท้ี่ไม่มีสว่นเก่ียวขอ้งเขา้ถึงได ้เพื่อเป็น
การรกัษาความลบัของขอ้มลูตามหลกัจรยิธรรมการวิจยั และท าส าเนาไวอี้กชดุหนึ่งและเก็บไฟลไ์ว้
บนคลาวด ์(Cloud Storage) เพื่อปอ้งกนัการสญูหายของขอ้มลู 

 
2. การให้รหัสข้อมูล 

การใหร้หสัเป็นการคดัสรรขอ้มูลที่จดัระเบียบแลว้ เพื่อเลือกเอาเฉพาะขอ้มลูส่วนที่มี
เนือ้หาน่าสนใจ ขัน้ตอนนีผู้ว้ิจยัก าหนดรหัส ในขอ้ความหรือวลี เป็นเครื่องหมายขอ้ความจากบท
สมัภาษณท์ี่ถอดเสียงมา ในการระบุว่าขอ้ความนัน้ คืออะไรหรือบอกอะไร เพื่อเป็นหน่วยพืน้ฐาน
ส าหรับการวิเคราะห์ เชื่อมโยงข้อความในข้อมูล และทอนข้อความให้มีขนาดเล็กลง ในขั้นนี ้
แบ่งเป็น 3 ขัน้ ไดแ้ก่ ขัน้ตน้ ขัน้กลาง และขัน้สูง โดยใช้ซอฟตแ์วรว์ิเคราะหข์อ้มลูเชิงคุณภาพโดย
ใช้ค อมพิ ว เตอ ร์ (computer-assisted qualitative data analysis software) ด้วย โป รแก รม
ส าเรจ็รูป Atlas.ti ซึ่งมีขัน้ตอนการใหร้หสัดงัภาพประกอบ 3 

2.1 การให้รหัสขั้นต้น 
ในขัน้นีผู้ว้ิจัยด าเนินการ 2 ขัน้ตอนย่อย ไดแ้ก่ การใหร้หัส และการจดัหมวดหมู่

เริ่มขั้นตอนให้รหัสจากอ่านบทสัมภาษณ์ซ า้หลาย ๆ ครัง้ และก าหนดรหัสเพื่อระบุและติดป้าย
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ขอ้ความก ากับค าหรือขอ้ความส าคัญในโปรแกรม Atlas.ti โดยรหัสที่ก าหนดใหม้ีความคลา้ยกับ
ขอ้มลูใหม้ากที่สดุเท่าที่จะเป็นไปได ้

การจัดหมวดหมู่ โดยจัดกลุ่มรหัสที่มีลกัษณะเดียวกันและน าขอ้มูลที่ใหร้หัสไว้
แลว้มาจ าแนกเป็นประเด็น ๆ ตามเนือ้หาที่เก่ียวขอ้งกัน ในแต่ละประเด็นประกอบดว้ยขอ้ความ
ส าคญั พรอ้มดว้ยรายละเอียดที่บอกใหรู้เ้ป็นเรื่อง ๆ แต่ละประเด็นถือว่าเป็นสว่นหนึ่งของขอ้คน้พบ
ของการวิจยั 

2.2 การให้รหัสขั้นกลาง 
ในขั้นนี ้เริ่มท าให้รหัสมีความเป็นนามธรรมมากขึน้ โดยตรวจสอบว่าแต่ละ

หมวดหมู่ และท าการรวมบางหมวดหมู่ย่อยเขา้กับหมวดหมู่ที่มีลักษณะทั่วไปโดดเด่น สามารถ
บอกประเด็นส าคญัได ้หรือเลือกจากรหสัที่บ่งบอกถึงมโนทศันส์  าคญัที่จะเชื่อมโยงเอารหสัอ่ืนเขา้
มาเป็นส่วนหนึ่งได ้และนอกจากการรวมหมวดหมู่ย่อยเขา้กับหมวดหมู่หลกัแลว้ตอ้งตรวจสอบ
ความอ่ิมตวัของขอ้มลูดว้ย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 3 กระบวนการวิเคราะหข์อ้มลู 

การเลือกนกัเรียนท่ีมีส่วนรว่ม  

โดยใช ้การเลือกแบบเจาะจง 

การรวบรวมขอ้มลู 

จากงาน : ความเขา้ใจการพิสจูน ์ 

และการสมัภาษณ ์

การใหร้หสัเบือ้งตน้ 

การใหร้หสั และการระบุหมวดหมู่ของรหสั 

การใหร้หสัขัน้กลาง 

การเลือกหมวดหมู่หลกั และความอิ่มตวัของขอ้มลู 

การใหร้หสัขัน้สงู 

โครงเรื่อง และการใหร้หสัเชิงทฤษฎี 

ขอ้สรุป/ทฤษฎี 

 

รวบรวมขอ้มลู และวิเคราะหข์อ้มลูพรอ้มกนั 

วิเคราะหเ์ชิงเปรียบเทียบอย่างต่อเนื่อง 

การท าขอ้สรุปชั่วคราว 

คว
าม
ไว
เช
ิงท
ฤษ

ฎ ี
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2.3 การให้รหัสขั้นสูง 
ในขัน้นีเ้ป็นขัน้ตอนส าคญัในการสรา้งทฤษฎีที่มีพืน้มาจากขอ้มลูและการอธิบาย

ที่ส  าคัญ ในการอธิบายข้อมูลผู้วิจัยมุ่งค้นหาว่าแต่ละประเด็นมีแบบแผน ความสัมพันธ์ หรือ
ความหมายของขอ้คน้พบเหล่านัน้ มีปัจจัยอะไรบา้งที่เก่ียวขอ้งกับแบบแผน ความสมัพันธ์ หรือ
ความหมายของขอ้มลูที่คน้พบ โดยผูว้ิจยัมองหาแบบแผนหรือประเด็นส าคญัเพื่ออธิบายขอ้คน้พบ 
มองหาว่าขอ้คน้พบเหลา่นัน้ น่าจะบอกอะไร แบบแผนหรือความสมัพนัธข์องขอ้คน้พบเป็นอย่างไร 
จดักลุม่ความสมัพนัธ ์หรือพฤติกรรมที่คน้พบ สรา้งค าหรือวลีเปรียบเทียบเพื่อช่วยใหเ้ห็นภาพสิ่งที่
ก าลงัอธิบาย มองหาความแตกต่างหรือความเหมือนของประเด็นที่ก าลงัวิเคราะห ์หาตัวแปรเพื่อ
เชื่อมโยงตัวแปรเขา้ดว้ยกัน หรือหาความสมัพันธ์ระหว่างตวัแปร หาตวัแปรที่ท าใหค้วามสมัพันธ์
เกิดความซบัซอ้น และสดุทา้ยเชื่อมโยงเขา้ดว้ยกนัอย่างมีเหตผุล โดยผูว้ิจยัสรา้งโครงเรื่องจากการ
เชื่อมโยงหมวดหมู่ต่าง ๆ และสรา้งชดุขอ้เสนอเชิงทฤษฎีที่มีลกัษณะโตแ้ยง้ได ้โครงเรื่องที่ไดร้บัการ
พัฒนาถูกสรุปโดยใชก้ารใหร้หัสเชิงทฤษฎีที่เป็นกรอบในการเสริมสรา้งพลงัการอธิบายโครงเรื่อง
และศกัยภาพในฐานะทฤษฎี 
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บทที ่4 
ความเข้าใจการพสิูจนท์างเรขาคณิต 

การศึกษาความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนตน้ 
เป็นการวิจัยเชิงคุณภาพเก่ียวกับธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตและกลยุทธ์
การอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนต้น โดย
ออกแบบให้นักเรียนที่เข้าร่วมการวิจัยที่ผ่านการเรียนการพิสูจน์ทางเรขาคณิตเรื่องเส้นขนาน
มาแลว้ จ านวน 6 คน อ่านการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้ซึ่งการพิสจูนท์ี่ก าหนดใหม้ีลกัษณะเช่นเดียวกับ
การเรียนการสอนการพิสูจน์ในชั้นเรียนปกติ เลือกมาจากเอกสารประกอบการเรียนวิชา
คณิตศาสตรพ์ืน้ฐานชัน้มธัยมศึกษาปีที่ 2 มีเนือ้หาตามมาตรฐานการเรียนรูแ้ละตวัชีว้ดักลุ่มสาระ
การเรียนรูค้ณิตศาสตร ์(ฉบบัปรบัปรุง พ.ศ. 2560) สาระที่ 2 การวดัและเรขาคณิต ค าถามอยู่ใน
รูปแบบ “ก าหนดให ้ A จงพิสจูน ์B” และเขียนแสดงการพิสจูนแ์บบสองคอลมัน ์โดยรวบรวมขอ้มลู
ผ่านการสมัภาษณ์และบนัทึกภาคสนาม และวิเคราะหข์อ้มูลดว้ยโปรแกรม Atlas.ti ตามแนวทาง
ของกระบวนทศันธ์รรมชาติและใชท้ฤษฎีที่อยู่ในภววิสยัตามขอบเขตของการวิจัยเพื่อตอบค าถาม
การวิจยั 

บทนีแ้บ่งการน าเสนอออกเป็น 2 ตอน 
ตอนที่ 1 ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 

เป็นผลการศกึษาธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต เพื่อตอบค าถาม
วิจัยข้อที่ 1 ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา
ตอนตน้เป็นอย่างไร 

ตอนที่ 2 กลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 
เป็นผลการศึกษากลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต เพื่อตอบ

ค าถามวิจัยขอ้ที่ 2 กลยุทธ์ที่ใชใ้นการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียน
ระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้มีลกัษณะเป็นอย่างไร 
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ตอนที ่1 ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 
การศึกษาธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ

มธัยมศกึษาตอนตน้ครัง้นี ้ก าหนดใหน้กัเรียนอ่านการพิสจูน ์ดงัภาพประกอบ 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 4 การพิสจูนท์ี่ก าหนดใหน้กัเรียนเขา้ร่วมการวิจยัอ่าน 

ตอนที่ 1 แบ่งการน าเสนอผลการศกึษาออกเป็น 3 สว่น ดงันี ้ 
1) ภาพรวมของธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 
2) ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตรายดา้น 
3) ประเด็นที่น่าสนใจในการพิสจูน ์
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1. ภาพรวมของธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 
ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต คือ ลกัษณะที่นักเรียนแสดงถึง

ความสามารถในการท าความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตจากองค์ประกอบที่ส  าคัญของ  
การพิสจูนว์่าท างานอย่างไร ท าไมการพิสจูนถ์กูตอ้ง และรูว้่าสิ่งใดสามารถพิสจูนไ์ด ้โดยการศึกษา
ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตครัง้นีอ้ยู่บนพืน้ฐานของรูปแบบการอ่านเพื่อ
ความเขา้ใจการพิสูจนข์อง  Yang and Lin (2008) ซึ่งแบ่งความเขา้ใจการพิสูจนอ์อกเป็น 5 ดา้น 
ได้แก่  (1) ความรู้พื ้นฐาน (2) สถานะเชิงตรรกะ (3) การให้ข้อสรุป (4) ความทั่ วไป  และ  
(5) การประยุกต ์จากการศึกษาธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตของนักเรียน
ระดบัมธัยมศกึษาตอนตน้ โดยภาพรวมพบว่า 

ดา้นความรูพ้ืน้ฐาน นักเรียนเขา้ใจความหมายค าศัพท์ที่พบจากการอ่านบทพิสูจน ์
เช่น รูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว และมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั 
เขา้ใจความหมายสญัลกัษณท์ี่พบจากการอ่านบทพิสจูน ์เช่น (1)  หมายถึง รูปสามเหลี่ยม 

 (2)  หมายถึ ง  ส่วนของเส้นตรง  ขนานกับส่ วนของเส้นตรง  และ  
(3)  หมายถึง ความยาวของส่วนของเสน้ตรง  เท่ากับความยาวของส่วนของเสน้ตรง 

 เขา้ใจรูปที่ประกอบการพิสูจนผ์่านสญัลกัษณท์ี่ปรากฏบนรูปนัน้  โดยสามารถเขียนหมายเลข
ก ากับมุมบนรูปที่ก าหนดไดถู้กตอ้ง และนกัเรียนแสดงความเขา้ใจขอ้ความพิสจูนโ์ดยการก าหนด

สัญลักษณ์ลงบนรูปให้สอดคล้องกับข้อความในบทพิสูจน์นั้น  เช่น (1) การเขียนส่วนโค้ง (∡)  
ที่มุม  และมุม  แสดงว่ามุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ วมีขนาดเท่ากัน และ  
(2) ใชก้ารขีดบนดา้นประกอบมมุยอดของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว  เพื่อแสดงว่า  และ  
มีความยาวเท่ากนั 

ดา้นสถานะเชิงตรรกะ นกัเรียนทัง้ 6 คน สามารถระบุสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความ
ได ้เช่น  ในบรรทัดที่ 8 เป็นบทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว เนื่องจาก  เป็น 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และสามารถระบุสมบัติที่ใชใ้นบทพิสูจนท์ี่อ่านได ้เช่น (1) รูปสามเหลี่ยม
หนา้จั่วมีดา้นสองดา้นยาวเท่ากัน (2) สมบัติของเสน้ขนาน; มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรง
ข้ามบนข้างเดียวกันของเส้นตัดมีขนาดเท่ากัน และ (3) สมบัติการเท่ากัน และสามารถระบุ
ความสมัพันธ์เชิงตรรกะระหว่างขอ้ตั้งและขอ้สรุปดว้ยการตัดสินล าดับเชิงตรรกะของขอ้ความที่
น ามาอา้ง เช่น นกัเรียนระบวุ่าไม่สามารถสลบักระบวนการพิสจูนใ์หม่เป็น 1, 2, 4, 3, 5, 6, 7, 8 ได ้
เนื่องจากขอ้ความ  ในบรรทดัที่ 4 เป็นผลมาจากขอ้ความ  
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ด้านการให้แนวคิดหลัก นักเรียนทั้ง 6 คน สามารถระบุได้ว่าข้อตั้งที่ส  าคัญ คือ 
 แต่มีนักเรียนเพียง 3 คน ที่สามารถระบุไดว้่าขอ้ตั้งที่ส  าคัญการพิสูจนว์่า  คือ 

(1)  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และ (2)   โดยนักเรียนส่วนใหญ่มองว่ามีเพียง
เงื่อนไข  ก็เพียงพอที่สรุปว่า  และมีเพียงสามคนนีเ้ท่านัน้ที่สามารถระบุเงื่อนไข
ที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุป  นัน้ตอ้งพิสจูนว์่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วก่อนจึง
สรา้งขอ้สรุปได ้ในขณะเดียวกนัเมื่อขอใหน้กัเรียน “ใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูน”์ มีนกัเรียนเพียง
บางส่วนที่สามารถใหแ้นวคิดหลกัที่สื่อสารไดช้ดัเจน สามารถเขา้ใจไดโ้ดยง่ายว่า ตอ้งพิสูจนส์ิ่งใด 
ใชว้ิธีการใด และขอ้สรุปของการพิสจูนเ์ป็นอย่างไร  

ด้านความทั่ วไป นักเรียนทั้ง 6 คน ระบุว่าบทพิสูจน์ที่ อ่านนั้นถูกต้อง โดยมีวิธี
พิจารณาความถูกต้องของการพิสูจน์ 3 ลักษณะ ดังนี ้ (1) มีนักเรียนจ านวน 3 คน พิจารณา 
ความสมเหตสุมผลในรายละเอียดของบทพิสจูน ์(2) มีนกัเรียนจ านวน 2 คน เชื่อว่าบทพิสจูนท์ี่อ่าน
ถูกตอ้ง และ (3) มีนักเรียนจ านวน 1 คน สรา้งวิธีการพิสูจนข์ึน้ใหม่และเปรียบเทียบขอ้สรุปของ 
การพิสูจน ์นอกจากนีเ้มื่อใหน้ักเรียนใชข้อ้มูลจากบทพิสูจนพ์ิจารณาความถูกตอ้งของขอ้ความ 
“ถ้าเลื่อนจุด  และ  พรอ้มกันโดยที่จุดทั้งสองยังคงอยู่บนดา้น  และ  ตามล าดับ และ 

 เช่นเดิม แลว้ผลการพิสูจนย์ังคงเหมือนเดิมหรือไม่” นักเรียนทัง้ 6 คน สามารถตอบได้
ถกูตอ้ง แต่ไม่สามารถพิจารณาขอ้ความที่มีความซบัซอ้นกว่า “ถา้เลื่อนจดุ  และ  พรอ้มกนัโดย
ที่  แต่จุดทั้งสองไม่จ าเป็นต้องอยู่บนด้าน  และ  แล้วผลการพิสูจน์เหมือนเดิม
หรือไม่ ” มีนกัเรียนเพียง 2 คนเท่านัน้ ที่สามารถตอบไดถ้กูตอ้ง 

ดา้นการประยกุต ์เมื่อถามนกัเรียนว่า “ก าหนดให ้  เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี 
 จุด  และ  อยู่บนดา้น  และ  ตามล าดบั และ   แลว้  เป็นรูป

สามเหลี่ยมชนิดใด” นักเรียนทุกคนยืนยันค าตอบว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ แต่ในทาง
กลบักันเมื่อขอใหน้ักเรียนพิสูจนข์อ้ความ “กำหนด  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมี  

ต่อ  ไปทางจุด  ถึงจุด  และที่จุด  ลาก  จงพิสูจน์ว่า ” มีนักเรียน  
จ านวน 4 คนตอบว่า  แต่มีนักเรียนเพียงคนเดียวเท่านัน้ที่สามารถประยุกตแ์นวคิด
เก่ียวกับขนาดของมุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกันของเสน้ตัดจากบท
พิสูจนท์ี่อ่านไปพิสูจนไ์ด้ และอีก 3 คน มีการพิสูจนด์ังนี ้(1) คนแรกสามารถประยุกตค์วามรูจ้าก
บทพิสูจนท์ี่อ่านได ้แต่ไม่สามารถสรา้งขอ้สรุปไดว้่า  (2) คนที่สองสามารถแสดงการ
พิสจูนไ์ดถู้กตอ้ง แต่ไม่สามารถประยกุตแ์นวคิดจากบทพิสจูนท์ี่อ่านได ้และ (3) ใชก้ารสมมติขนาด
มมุเพื่อแสดงว่า  โดยปราศจากการประยกุตแ์นวคิดที่ไดจ้ากการอ่านเช่นเดียวกนั  
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2. ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตรายด้าน 
การศึกษาธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ

มธัยมศึกษาตอนตน้ครัง้นี ้ด  าเนินการโดยก าหนดใหน้กัเรียนอ่านบทพิสจูน ์(ดจูากภาพประกอบ 4 
หนา้ 41) ตอบค าถามที่เก่ียวขอ้งกบัการพิสจูน ์จากนัน้ด าเนินการสมัภาษณด์ว้ยค าถามปลายเปิด  
ซึ่งออกแบบมาเพื่อกระตุ้นให้นักเรียนแสดงออกถึงธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทาง
เรขาคณิต การตั้งค าถามอยู่บนพื ้นฐานของรูปแบบการอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทาง
เรขาคณิตของ Yang and Lin (2008) โดยตลอดการสัมภาษณ์มีการบันทึกวิดีโอและการบันทึก
ภาคสนาม เพื่อใช้เป็นข้อมูลหลักในการวิเคราะห์ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทาง
เรขาคณิตของนักเรียน ความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตแบ่งออกเป็น 5 ดา้น ได้แก่ ความรู้
พืน้ฐาน สถานะเชิงตรรกะ การใหข้อ้สรุป ความทั่วไป และการประยกุต ์ซึ่งแต่ละดา้นมีรายละเอียด 
ดงันี ้

 
2.1 ด้านความรู้พืน้ฐาน 

ด้านความรูพ้ื ้นฐานเป็นการวัดความเข้าใจเก่ียวกับค าศัพท์ สัญลักษณ์ และ  
รูปประกอบการพิสูจน ์และขอ้ความพิสูจน ์ซึ่งในดา้นนีพ้บว่า นักเรียนเขา้ใจความหมายค าศัพท ์
และสัญลักษณ์ที่พบจากการอ่านบทพิสูจน์ได้ เข้าใจรูปที่ประกอบการพิสูจน์ผ่านสัญลักษณ์ 
ที่ปรากฏบนรูปนัน้ นักเรียนแสดงความเขา้ใจขอ้ความพิสูจนโ์ดยการก าหนดสญัลกัษณ์ลงบนรูป 
ใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความในบทพิสจูนน์ัน้ 

เมื่อให้นักเรียนอ่านบทพิสูจน ์และตอบค าถามในงาน : ความเขา้ใจการพิสูจน ์
ทางเรขาคณิต และสมัภาษณด์ว้ยค าถามที่แสดงถึงความเขา้ใจของวตัถุทางเรขาคณิตที่น ามาใช้
ในการพิสูจน์ของนักเรียนทั้งหมด 6 คน พบว่า มีนักเรียนจ านวน 5 คน บอกความหมายของ
สัญลักษณ์ที่พบจากการอ่านบทพิสูจน์ได้  เช่น (1)  หมายถึง รูปสามเหลี่ยม   
(2)  หมายถึง ส่วนของเส้นตรง  ขนานกับส่วนของเส้นตรง  และ (3)  
หมายถึง ความยาวของสว่นของเสน้ตรง  เท่ากบัความยาวของสว่นของเสน้ตรง   

นกัเรียนมีความเขา้ใจรูปที่ประกอบการพิสจูนผ์่านสญัลกัษณท์ี่ปรากฏบนรูปนัน้ 
นักเรียนทั้ง 6 คน สามารถเขียนหมายเลขก ากับมุมที่ก าหนดให้ได้ถูกต้อง และนักเรียนแสดง 
ความเข้าใจข้อความพิสูจน์โดยการก าหนดสัญลักษณ์ลงบนรูปให้สอดคล้องกับข้อความใน  
บทพิสูจน์นั้น มีการใช้สัญลักษณ์แสดงว่ามุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน  

 เช่น (1) การเขียนส่วนโคง้ที่มมุ  และมุม  (∡) และ (2) ใชก้ารขีด (⧷) บนดา้นประกอบ 
มุมยอดของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว  เพื่ อแสดงว่า   และ  มีความยาวเท่ากัน  
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ดังภาพประกอบ 5 เพื่อเป็นการลดเวลาในการยอ้นกลบัมาอ่านทวนเพื่อท าความเขา้ใจขอ้ความ
พิสูจน์ใหม่อีกครัง้ แสดงให้เห็นว่านักเรียนรูค้วามหมายของสัญลักษณ์ และตระหนักถึงการใช้
สญัลกัษณเ์พื่อแสดงรายละเอียดบนรูปที่ประกอบการพิสจูน ์

 
 
 
 

 

ภาพประกอบ 5 ตวัอย่างการท าสญัลกัษณบ์นภาพเพื่อแสดงการเท่ากนัของขนาดมมุและดา้น 

รวมทั้งเมื่อใหน้ักเรียนบอกความหมายของค าศัพทท์ี่พบบางค า เช่น การขอให้
นักเรียน “นิยามรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วตามความเขา้ใจของตนเอง” พบว่า นักเรียนจ านวน 4 คน
จากทัง้หมด 6 คน ใหค้ าจ ากดัความที่สามารถเขา้ใจไดว้่ารูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว คือ รูปสามเหลี่ยม
ที่มีความยาวด้านเท่ากันสองด้าน แม้ใช้ถ้อยค าที่แตกต่างกันไป เช่น “รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว 
หมายถึง รูปสามเหลี่ยมที่ สองด้านเท่ากัน รูปสามเหลี่ยมที่มีด้านยาวเท่ากันคู่หนึ่ ง  หรือ  
“รูปสามเหลี่ยมที่มีดา้นเท่ากนัสองขา้ง” เป็นตน้ ในขณะที่นกัเรียน 2 คนที่เหลือ ไดแ้ก่ เทนนิส และ
กงัฟู ใหค้วามหมายดว้ยการอธิบายสมบติับางประการของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว รายละเอียดดัง
บทสมัภาษณ ์1 และบทสมัภาษณ ์2 

 
บทสมัภาษณ ์1 
เทนนิส :  รูปสามเหลี่ยมที่ผลรวมของมุมภายในเท่ากับ 180 องศา มีสองมุมที่ เท่ากัน  

   มีสองดา้นเท่ากนั ถา้ไม่ตรงสมบติัใดสมบติัหนึ่งอาจจะเป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดอ่ืน 

  เพราะถ้าสามมุมเท่ากันจะเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า ต้องก าหนดไว้ที่สอง  

  ถา้นอ้ยกว่าหรือมากกว่าสองจะไม่ใช่รูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 

 
บทสมัภาษณ ์2 
กงัฟ ู:  รูปสามเหลี่ยมที่ด้านประกอบมุมยอดเท่ากัน แล้วมุมที่ฐานจะเท่ากัน รวมถึง  

  รูปสามเหลี่ยมดา้นเท่าก็สามารถมองเป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วรูปหน่ึงได ้
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จากการใหค้ าจ ากดัความของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วของนักเรียนทัง้ 6 คน พบว่า 
ทุกคนสามารถให้ความหมายที่สื่อความหมายได้ว่าเป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว แม้ว่าการให้ 
ค าจ ากัดความของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วของเทนนิสและกังฟูใหข้อ้มูลที่เกินจากเงื่อนไขที่จ  าเป็น 
แต่ความหมายที่ใหน้ัน้แสดงถึงการคิดเก่ียวกบัสมบติัของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว เมื่อถูกขอใหบ้อก
ความหมายของค าศัพท์ที่กล่าวถึง โดยเทนนิสพยายามคิดเก่ียวกับสมบัติของผลรวมของ  
มุมภายในของรูปสามเหลี่ยมเท่ากับ 180 องศา แมว้่าสมบติันีเ้ป็นสมบติัของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ 
มิได้เจาะจงว่ามีเพียงรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วเท่านั้นที่มีผลรวมของมุมภายในเท่ากับ 180 องศา 
เนื่องจากพยายามสรา้งวิธีการพิสูจน์ขึน้มาใหม่ ด้วยการมองว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยม 
ที่ซอ้นทับอยู่ใน  ที่ใชมุ้มยอดร่วมกัน ท าใหมุ้มที่ฐานมีขนาดเท่ากัน ในขณะเดียวกันกังฟู
พยายามคิดเก่ียวกับดา้นประกอบมุมยอดและมุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วซึ่งเป็นขอ้ตั้ง  
ที่จ  าเป็นในการพิสูจน์ ซึ่งพฤติกรรมเหล่านี ้ชีใ้ห้เห็นว่าเทนนิสและกังฟูตระหนักถึงสมบัติของ
ค าศพัทท์ี่ตอ้งใชใ้นการพิสจูน ์

แม้ว่านักเรียนทั้ง 6 คน สามารถให้ค าจ ากัดความของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว 
ที่สามารถเข้าใจได้ตรงกัน แต่เมื่อให้ “บอกสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว” มีนักเรียน 5 คน  
ที่สามารถบอกสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ วได้ว่า “ด้านมีความยาวเท่ากัน 2 ด้าน และ 
มุมมีขนาดเท่ากัน 2 มุม” ยกเว้นนักเรียนคนหนึ่ง คือ เบสบอลที่ไม่สามารถบอกสมบัติของ 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วได ้โดยเลือกนิ่งไปสักครู่แล้วให้เหตุผลบ่ายเบี่ยงว่า “ลืม” รายละเอียดดัง  
บทสมัภาษณ ์3 

 
บทสมัภาษณ ์3 
ผูว้ิจยั :  อธิบายความหมาย “รูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว” ตามความเขา้ใจ 
เบสบอล : รูปสามเหลี่ยมที่สองดา้นเท่ากนั  
ผูว้ิจยั :  บอกสมบติัของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วไดไ้หม 
เบสบอล : ....(เงียบ)....  ลืมครบั 

 
แม้ว่าเบสบอลสามารถให้ค าจ ากัดความของรูปสามเหลี่ ยมหน้าจั่ วได ้ 

แต่ในขณะเดียวกันไม่สามารถบอกสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว ถ้าพิจารณาว่าเข้าใจ
ความหมายของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วหรือไม่จากการใหค้วามหมาย แน่นอนว่าเบสบอลเขา้ใจ 
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หากพิจารณาการอธิบายสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วเพิ่มเติม กล่าวได้ว่าอาจจะไม่เขา้ใจ
ค าศพัทด์งักลา่ว  

นอกจากนี ้เมื่อถามนักเรียนว่า “ถ้า  แล้ว  จริงหรือไม่ 
เพราะเหตุใด” นักเรียนทั้ง 6 คนใหค้ าตอบที่เหมือนกันว่า “ถา้  แลว้  จริง” 
และใหเ้หตุผลในท านองเดียวกันว่า มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกันของ
เส้นตัดมีขนาดเท่ากัน แต่ทว่าเมื่อให้นักเรียนวาดภาพประกอบการอธิบายความหมายของ  
“มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบนข้างเดียวกันของเส้นตัด” ผลปรากฏว่านักเรียน  
ส่วนใหญ่สามารถวาดภาพและอธิบายได้ว่ามุมใดเป็นมุมภายนอก มุมใดเป็นมุมภายใน และ  
มมุคู่ใดที่เป็นมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั ยกเวน้เบสบอลที่
ระบุว่ามมุตรงขา้มที่เกิดขึน้คือมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตัด 
ดงับทสมัภาษณ ์4 และภาพประกอบ 6 

 
บทสมัภาษณ ์4 
ผูว้ิจยั :  มีขอ้ความ สญัลกัษณ ์ค า หรือรูปภาพตรงไหนที่ไม่เขา้ใจไหมครบั   
เบสบอล : มีที่ตอ้งนึก มมุภายในกบัมมุภายนอก  
ผูว้ิจยั :  เป็นยงัไง วาดและชีใ้หด้หูน่อยไดไ้หมครบั  
เบสบอล : (วาดภาพ เสน้ตรงตดัเสน้ตรงสองเสน้ และเขียนสญัลกัษณม์มุตรงขา้ม) 

 

 
 

 
 

 
 
 

ภาพประกอบ 6 การอธิบายมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั 
ของเบสบอล 
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สรุปด้านความรูพ้ื ้นฐาน จากนักเรียนทั้งหมด 6 คน นักเรียนส่วนใหญ่เข้าใจ

ความหมายค าศพัทท์ี่พบจากการอ่านบทพิสูจน์ สามารถบอกความหมายของรูปสามเหลี่ยมหนา้
จั่วได้ถูกต้อง จ านวน 4 คน แต่สามารถระบุสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วได้ จ านวน 5 คน 
สามารถบอกความหมายของมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกันของเสน้ตัด
ไดถู้กตอ้ง จ านวน 5 คน ในขณะเดียวกนันักเรียนทัง้ 6 คน เขา้ใจความหมายสญัลกัษณท์ี่พบจาก
การอ่านบทพิสูจน์ สามารถบอกความหมายของสญัลักษณ์ที่พบจากการอ่านไดถู้กตอ้งทั้งหมด 
เขา้ใจรูปที่ประกอบการพิสจูนผ์่านสญัลกัษณท์ี่ปรากฏบนรูปนัน้ โดยสามารถเขียนหมายเลขก ากบั
มมุไดถ้กูตอ้ง และนกัเรียนแสดงความเขา้ใจขอ้ความพิสจูนโ์ดยการก าหนดสญัลกัษณล์งบนรูปให้
สอดคลอ้งกบัขอ้ความในบทพิสจูนน์ัน้ เช่น การใชส้ญัลกัษณแ์สดงว่ามมุที่ฐานของรูปสามเหลี่ยม
หนา้จั่วมีขนาดเท่ากนั 

ดงันัน้ ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตดา้นความรูพ้ืน้ฐาน เมื่อ
นกัเรียนอ่านบทพิสจูน ์และท าความเขา้ใจบทพิสจูน ์นกัเรียนมีความเขา้ใจความหมายของค าศพัท์
ที่เก่ียวขอ้งกบับทพิสจูน ์ตระหนกัถึงสมบติัของค าศพัทข์องค าศพัทเ์หล่านัน้ เขา้ใจความหมายของ
สัญลักษณ์ที่ อ่านพบ และรูปที่ประกอบการพิสูจน์ผ่านสัญลักษณ์ที่ปรากฏบนรูป นอกจากนี ้
นกัเรียนแสดงความเขา้ใจขอ้ความพิสจูน์ผ่านการการก าหนดสญัลกัษณล์งบนรูปใหส้อดคลอ้งกบั
ขอ้ความในบทพิสจูนน์ัน้ 

 
2.2 ด้านสถานะเชิงตรรกะ 

ด้านสถานะเชิงตรรกะวัดความเข้าใจจากการที่นักเรียนสามารถระบุได้ว่า
ขอ้ความพิสูจน์ขอ้ความใดมีสถานะเป็นขอ้ตั้ง (premise) ขอ้สรุป (conclusion) หรือสมบัติที่ใช ้
(applied properties) ตระหนกัถึงเงื่อนไขที่สามารถน ามาใชไ้ดโ้ดยตรงโดยไม่ตอ้งอธิบายเพิ่มเติม 
ระบุความสัมพันธ์เชิงตรรกะระหว่างขอ้ตั้งและขอ้สรุป และสามารถบอกไดว้่าบทพิสูจนต์้องใช้
สมบัติใดบ้าง ซึ่งในด้านนีพ้บว่า นักเรียนสามารถระบุสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความพิสูจน์ได ้ 
ระบสุมบติัที่น ามาใชใ้นการพิสจูน ์และระบุความสมัพนัธเ์ชิงตรรกะของขอ้ความระหว่างบรรทดัใน
บทพิสจูนไ์ด ้

นกัเรียนสามารถระบุสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความพิสูจน ์เช่น (1)  
ในบรรทัดที่ 2 เป็นสมบติัของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว เนื่องจาก  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 
ที่มี  ท าให้มุม  และมุม  ซึ่งเป็นมุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาด
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เท่ากนั (2)  ในบรรทัดที่ 4 และ  ในบรรทดัที่ 5 เป็นสมบติัของเสน้ขนาน 
เนื่องจาก  ท าให้มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบนขา้งเดียวกันของเสน้ตัด 
มีขนาดเท่ากนั และ (3)  ในบรรทดัที่ 8 เป็นบทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว เนื่องจาก 

 เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 
ในขณะเดียวกันเมื่อขอใหน้ักเรียนระบุความสมัพันธเ์ชิงตรรกะของขอ้ความกับ

บรรทัดก่อนหน้าด้วยการให้แสดงความคิดเห็นว่า “ถ้าสลับข้อความ  ก าหนดให ้ 
ในบรรทัดที่ 3 กับขอ้ความ  มุมภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกัน
ของเสน้ตัด ในบรรทัดที่ 4 แลว้กระบวนการพิสูจนเ์รียงบรรทัดใหม่เป็น 1, 2, 4, 3, 5, 6, 7, 8 นั้น
ถูกต้อง (ดังภาพประกอบ 7) นักเรียนมีความเห็นอย่างไร” ปรากฏว่า นักเรียนทุกคนใหค้วามเห็น
ไปในทิศทางเดียวกนัว่า “ไม่สามารถสลบับรรทดัในการเขียนพิสจูนไ์ด ้เนื่องจากบรรทดัที่ 4 เป็นผล
มาจากสิ่งที่ก าหนดให ้นั่นคือ ”  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 7 กระบวนการพิสจูนเ์มื่อสลบับรรทดัที่ 3 และบรรทดัที่ 4 
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เมื่อให้นักเรียนพิจารณาว่า “ถ้าสลับข้อความ  มุมภายนอกและ 
มุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบนข้างเดียวกันของเส้นตัด ในบรรทัดที่  4 กับข้อความ   
มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบนข้างเดียวกันของเส้นตัด ในบรรทัดที่  5 แล้ว
กระบวนการพิสูจนเ์รียงบรรทัดใหม่เป็น 1, 2, 3, 5, 4, 6, 7, 8 นั้นถูกต้อง (ดังภาพประกอบ 8) 
นกัเรียนมีความเห็นอย่างไร” นกัเรียนทุกคนใหเ้หตุผลว่า “สามารถสลบับรรทดัในการเขียนพิสจูน์
ได ้เนื่องจากบรรทดัที่ 4 และบรรทดัที่ 5 เป็นการอา้งในท านองเดียวกนั” กล่าวไดว้่านกัเรียนทุกคน
สามารถตัดสินล าดบัเชิงตรรกะของขอ้ความพิสจูน ์และเชื่อมโยงความสมัพันธเ์ชิงตรรกะระหว่าง
ขอ้ตัง้และขอ้สรุปได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 8 กระบวนการพิสจูนเ์มื่อสลบับรรทดัที่ 4 และบรรทดัที่ 5 
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เมื่อให้นักเรียนระบุสมบัติที่ใช้ในการพิสูจน์ ซึ่งประกอบด้วย (1) สมบัติของ 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว เช่น มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน (2) สมบัติของ 
เสน้ขนาน เช่น มมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตัดมีขนาดเท่ากัน 
และ (3) สมบัติของการเท่ากัน พบว่านักเรียนทั้ง 6 คน สามารถระบุสมบัติส่วนใหญ่ที่ใช้ใน 
การพิสจูนไ์ด ้แต่ไม่มีนกัเรียนคนใดที่สามารถระบุไดค้รบถว้นทกุสมบติั นกัเรียนแต่ละคนมีการระบุ
ที่แตกต่างกนัออกไป ดงันี ้

1. เบสบอลและรักบี ้ก้มไปอ่านการพิสูจน์ที่ก าหนดให้อีกครัง้เพื่อมองหา
สมบัติที่ระบุในข้อความพิสูจน์ก่อนตอบว่า “สมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และสมบัติของ  
การเท่ากนั”  

2. ปิงปองตอบด้วยความรวดเร็วอย่างมั่นใจว่า “ใช้สมบัติมุมที่ฐานของ  
รูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว และดา้นประกอบมมุยอดยาวเท่ากนั” โดยบอกสมบติัที่ตอ้งใชจ้ากลกัษณะ
ของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว  

3. เทนนิส เคนโด ้และกงัฟู เมื่อไดย้ินค าถามก็เงียบไปสกัครูห่นึ่งเพื่อคิดก่อน
ระบุสมบัติที่ใช้ว่า “มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ วมีขนาดเท่ากัน และมุมภายนอกและ  
มุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบนข้างเดียวกันของเส้นตัดมีขนาดเท่ากัน” เป็นการตอบจากการมอง
ภาพรวมของการพิสจูนว์่าจ าเป็นตอ้งใชส้มบติัใดบา้ง และใชเ้พื่อใหเ้หตผุลในการอา้งขอ้ความใด 

สรุปดา้นสถานะเชิงตรรกะ จากนักเรียนทั้งหมด 6 คน นักเรียนทุกคนสามารถ
ระบุสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความพิสูจนไ์ด ้สามารถระบุความสมัพันธ์เชิงตรรกะระหว่างขอ้ตั้ง
และข้อสรุปด้วยการตัดสินล าดับเชิงตรรกะของข้อความที่น ามาอ้าง เช่น ไม่สามารถสลับ
กระบวนการพิสูจนใ์หม่เป็น 1, 2, 4, 3, 5, 6, 7, 8 ได ้เนื่องจากขอ้ความ  ในบรรทัด 
ที่ 4 เป็นผลมาจากขอ้ความ  ในบรรทัดที่ 3 และนักเรียนตระหนักไดว้่าบทพิสูจนท์ี่อ่าน
ตอ้งใชส้มบติัใดบา้ง โดยนกัเรียนทัง้ 6 คน สามารถระบุสมบติัส่วนใหญ่ที่ใชใ้นการพิสจูนไ์ด้ แต่ไม่
มีนกัเรียนคนใดที่สามารถระบไุดค้รบถว้นทุกสมบติั 

ดงันัน้ ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตดา้นสถานะเชิงตรรกะ 
นกัเรียนที่เขา้ใจค าศัพทแ์ละขอ้ความพิสูจนใ์นดา้นความรูพ้ืน้ฐาน สามารถระบุสมบติัส่วนใหญ่ที่
น ามาใชใ้นการพิสจูนไ์ด ้ในขณะเดียวกนันกัเรียนสามารถระบุสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความพิสจูน ์
สามารถระบุความสมัพนัธเ์ชิงตรรกะของขอ้ความกบับรรทดัก่อนหนา้ และเชื่อมโยงความสมัพนัธ์
เชิงตรรกะระหว่างขอ้ตัง้และขอ้สรุปได ้
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2.3 ด้านการให้แนวคิดหลัก 
ด้านการให้แนวคิดหลักเป็นการมองทั้งองค์ประกอบย่อยและภาพรวมของ  

การพิสจูน ์โดยพิจารณาจากการระบุขอ้ตัง้ ขอ้สรุป หรือกระบวนการที่ส  าคญั และใหแ้นวคิดหลกั
ของการพิสจูนไ์ด ้ในดา้นนีพ้บว่า มีนกัเรียนบางสว่นสามารถระบขุอ้ตัง้ที่ส  าคญั เงื่อนไขที่จ  าเป็นใน 
การสรา้งขอ้สรุปของบทพิสจูน ์และสามารถใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูนไ์ด ้

นักเรียนทั้ง 6 คน สามารถระบุข้อตั้งที่ส  าคัญได้เช่นเดียวกัน คือ   
แต่เทนนิส เคนโด ้และกงัฟู มองว่ามีขอ้ตัง้ที่ส  าคญัเพิ่มอีกขอ้หนึ่ง คือ  เป็นรูปสามเหลี่ยม
หนา้จั่ว ในขณะเดียวกนัทุกคนสามารถใหข้อ้สรุปที่ส  าคญั คือ  และมีเพียงเทนนิส เคนโด ้
และกงัฟู เท่านัน้ ที่สามารถอธิบายไดว้่า  “เงื่อนไขที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุป  คือ ตอ้ง
สรุปว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วใหไ้ดเ้สียก่อน” กล่าวคือมีเพียง เทนนิส เคนโด ้และกงัฟู
เท่านั้นที่สามารถเขา้ใจการพิสูจน์ทั้งองคป์ระกอบย่อย และการเชื่อมโยงด้วยตรรกะของแต่ละ
องคป์ระกอบย่อยที่ส  าคัญ ในขณะที่เบสบอล รกับี ้และปิงปอง มีความเขา้ใจไดแ้ค่องคป์ระกอบ
ย่อยบางสว่นเท่านัน้ 

เมื่อขอให้นักเรียนสรุปแนวคิดหลักของการพิสูจน์ที่ อ่านด้วยปากเปล่าด้วย
ข้อความสั้น ๆ  มีเพียงแนวคิดของเคนโด้เท่านั้นที่สามารถนับได้ว่าเป็นแนวคิดที่สามารถสื่อ
ความหมายของการพิสจูนไ์ดช้ดัเจนและกระชบัที่สดุ เมื่ออ่านตามแลว้สามารถเขา้ใจไดโ้ดยง่ายว่า 
ต้องพิสูจน์สิ่งใด ใช้วิธีการใด และข้อสรุปของการพิสูจน์เป็นอย่างไร และแนวคิดหลักที่ ให้
ปราศจากการอ่านตามหรือคดัลอกจากบทพิสจูนท์ี่อ่าน ซึ่งมีรายละเอียดดงับทสมัภาษณ ์5 

 
บทสมัภาษณ ์5 
เคนโด ้:   เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว พิสูจนว์่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว  

   เพ ราะ เป็ น รูปสาม เหลี่ ยมหน้ าจั่ ว  และมี    ท า ให ้

    เพ ราะ  แล้ว   มุมที่ ฐานมี ขนาดเท่ ากัน  

  แลว้ก็มีดา้นยาวเท่ากนั ( ) 

 

แมว้่าแนวคิดของเทนนิสสามารถสื่อแนวคิดหลกัของการพิสจูนไ์ดช้ดัเจน กระชบั 
แต่อาจจะตอ้งใชเ้วลามากขึน้ในการท าความเข้าใจ ตอ้งอาศัยการถอดความเพื่อช่วยใหเ้ขา้ใจ
แนวคิดได้ชัดเจนขึน้ (ถอดความ บทสัมภาษณ์ 6) เนื่องจากให้นักเรียนสรุปแนวคิดหลักด้วย 



  53 

ปากเปล่าจึงท าให้เทนนิสใช้ภาษาพูดในการสรุป ไม่มีการระบุชื่อมุม หรือชื่อด้านของรูป
สามเหลี่ยมโดยตรง ดงับทสมัภาษณ ์6 

 
บทสมัภาษณ ์6 
เทนนิส : เขาสรุปว่าเส้น  2 เส้นนี ้เท่ากัน เขาสรุปด้วยการใช้สมบัติของรูปสามเหลี่ยม 

  หนา้จั่ว เพราะว่ารูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 2 ดา้นขา้งบนมันเท่ากนัแลว้มีเสน้มาขีด 

  ระหว่างรูปสามเหลี่ยมข้างใน และเส้นนั้นขนานกับเส้นข้างล่าง แสดงว่า  

  มุมฝ่ังซ้ายสุดของเส้นข้างในแล้วก็เส้นขา้งนอกจะมีขนาดเท่ากัน แล้วมุมซ้าย  

  มมุขวามีขนาดเท่ากัน จะเป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว แลว้ 2 ดา้นเท่ากนั แสดงว่า 

  เสน้ดา้นซา้ยกบัเสน้ดา้นขวาก็จะเท่ากนั 

 
จากบทสมัภาษณ ์6 สามารถอดความไดด้งันี ้
เทนนิส : สรุปว่า  ด้วยการใช้สมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว เพราะ   

  มีด้านประกอบมุมยอดยาวเท่ากัน  มี   ท าให้  จะได ้

   ดงันัน้  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว นั่นคือ  

 
ในขณะเดียวกันกังฟูให้แนวคิดด้วยพยายามบอกเล่าสิ่งที่จ  าได้ทั้งหมดจาก  

การอ่าน และอธิบายเพิ่มเติมในทุกขอ้ความพิสูจน ์จึงไม่สามารถนับว่าเป็นการใหแ้นวคิดที่ดีได้
เนื่องจากเป็นแนวคิดที่ยาวเกินไปไม่กระชับ ในทางตรงกันข้ามเบสบอล รักบี ้ และปิงปอง  
ไม่สามารถใหแ้นวคิดที่สื่อสาร กระบวนการที่ส  าคญัของการพิสจูนไ์ด ้นกัเรียนที่เขา้ใจภาพรวมของ
การพิสจูนจ์ะใหแ้นวคิดหลกัที่ดีของการพิสูจนไ์ด ้แนวคิดหลกัที่ดีนัน้ หมายถึง ความคิดรวบยอด
ของการพิสจูนท์ี่สื่อความหมายของการพิสจูนไ์ดช้ดัเจน สามารถเขา้ใจไดโ้ดยง่ายว่า ตอ้งพิสจูนส์ิ่ง
ใด ใชว้ิธีการใด ขอ้สรุปของการพิสจูนเ์ป็นอย่างไร มีความกระชบั และแนวคิดหลกัที่ใหป้ราศจาก
การอ่านตามหรือคดัลอกจากบทพิสจูนท์ี่อ่าน จากการใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูนข์องนักเรียน
ทัง้ 6 คน พบว่า มีนกัเรียนจ านวน 2 คน ที่สามารถใหแ้นวคิดหลกัได ้ไดแ้ก่ (1) เคนโด ้สามารถให้
แนวคิดหลกัที่ดี และ (2) เทนนิส ใหแ้นวคิดหลกัที่สื่อความหมายได ้แต่ตอ้งใชเ้วลาท าความเขา้ใจ
มากขึน้ สว่นกงัฟูใหแ้นวคิดที่ยาว ไม่กระชบั ซึ่งเป็นการใหร้ายละเอียดทกุขัน้ตอนมากกว่าการสรุป
แนวคิดหลกั 
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สรุปดา้นการใหแ้นวคิดหลกั จากนักเรียนทั้งหมด 6 คน นักเรียนทุกคนสามารถ
ระบุขอ้สรุปที่ส  าคัญ คือ  ได ้แต่มีนักเรียนจ านวน 3 คน ที่สามารถระบุขอ้ตัง้ที่ส  าคัญ คือ 
คือ    และ  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และเงื่อนไขที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุป 

 คือ ตอ้งสรุปว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว และมีนกัเรียนเพียง 2 คน ที่สามารถ
ใหแ้นวคิดหลกัที่ดีของการพิสจูน ์สามารถสื่อสารไดช้ดัเจน เขา้ใจง่าย และกระชบัได ้

ดงันัน้ ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตดา้นการใหแ้นวคิดหลกั 
นกัเรียนบางส่วนสามารถระบุขอ้ตัง้ที่ส  าคญัได ้แต่เมื่อใหร้ะบุเงื่อนไขที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุป
ของการพิสจูน ์มีนกัเรียนเพียงบางส่วนที่สามารถระบุไดถู้กตอ้ง และมีแนวโนม้ว่านกัเรียนที่ระบุได้
เพียงขอ้ตัง้ที่ส  าคญัเขา้ใจเพียงองคป์ระกอบย่อยของการพิสูจนเ์ท่านัน้ ในขณะเดียวกนัมีนักเรียน
บางสว่นที่สามารถใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูนท์ี่อ่านได ้ซึ่งมีแนวโนม้ว่านกัเรียนที่สามารถระบขุอ้
ตัง้ที่ส  าคญั เงื่อนไขที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุปของการพิสูจน ์และใหแ้นวคิดหลกัของการพิสูจน ์
นัน้มีความเขา้ใจบทพิสจูนท์ี่อ่านทัง้องคป์ระกอบย่อยและภาพรวมของการพิสจูน ์

 
2.4 ด้านความท่ัวไป 

ดา้นความทั่วไปสามารถวดัไดจ้ากการพิจารณาความถูกตอ้งของบทพิสจูน ์และ
สามารถใชข้้อมูลจากบทพิสูจน์พิจารณาข้อความที่ก าหนดให้ได้ ในด้านนีพ้บว่า นักเรียนมีวิธี
พิจารณาความถูกต้องของการพิสูจน์ 3 ลักษณะ ดังนี ้ (1) พิจารณาความสมเหตุสมผลใน
รายละเอียดของบทพิสจูน ์(2) เชื่อว่าบทพิสจูนท์ี่อ่านนัน้ถูกตอ้ง และ (3) สรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่
และเปรียบเทียบขอ้สรุปของการพิสูจน ์นักเรียนสามารถใชข้อ้มูลจากบทพิสูจนใ์นการพิจารณา
ความถกูตอ้งของขอ้ความพิสจูนท์ี่ใกลเ้คียงกบับทพิสจูน ์แต่ไม่สามารถพิจารณาขอ้ความที่มีความ
ซบัซอ้นกว่าได ้

เมื่อใหน้กัเรียนพิจารณาความถกูตอ้งของบทพิสจูนท์ี่อ่าน พบว่านกัเรียนทัง้ 6 คน 
ระบุว่าบทพิสูจน์ที่ อ่านนั้นถูกต้อง แต่เมื่อให้นักเรียนอธิบายวิธีการพิจารณาความถูกต้อง  
มีการพิจารณา 3 ลกัษณะ ดงันี ้

(1) พิจารณาความสมเหตุสมผลในรายละเอียดของบทพิสูจน์  นักเรียนที่มี
ลกัษณะการพิจารณาเช่นนี  ้ไดแ้ก่ เทนนิส เคนโด ้และกังฟู โดยนักเรียนตัดสินความถูกตอ้งของ 
บทพิสจูนท์ี่อ่าน ดว้ยการอ่านขอ้เสนอ ระบุสิ่งที่ก าหนดให ้และสิ่งที่ตอ้งพิสจูน ์อ่านขอ้ความพิสจูน ์
และพิจารณาการเชื่อมโยงของขอ้ตั้งและขอ้สรุป ขอ้ความพิสูจนแ์ต่ละขอ้ความมีการเชื่อมโยง  
เชิงตรรกะกบับรรทัดก่อนหนา้อย่างไร มีการใหเ้หตผุลที่ถูกตอ้งหรือไม่ ตรวจสอบความสอดคลอ้ง
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ของกระบวนการพิสูจนก์ับภาพที่ก าหนดให ้เมื่ออ่านเสร็จสิน้จึงระบุว่าการพิสูจนน์ัน้ถูกตอ้ง แต่  
ในขณะเดียวกนักังฟูใหเ้หตุผลเพิ่มเติมว่าการพิสูจนท์ี่ก าหนดใหน้ัน้ถูกตอ้ง แต่ถูกตอ้งไม่ทั้งหมด
เพราะยงัสามารถพิสจูนด์ว้ยวิธีการอ่ืนได ้

(2) เชื่อว่าบทพิสูจน์ที่ อ่านนั้นถูกต้อง นักเรียนที่มีลักษณะการพิจารณาเช่นนี  ้
ไดแ้ก่ เบสบอล และรกับี ้ระบวุ่าบทพิสจูนท์ี่อ่านนัน้ถกูตอ้ง โดยพิจารณาความถกูตอ้งดว้ยการอ่าน
ขอ้เสนอ สิ่งที่ก าหนดให ้สิ่งที่ตอ้งพิสจูน ์ ขอ้ความพิสจูนแ์ละเหตผุลของแต่ละขอ้ความ และตดัสิน
ว่าการพิสูจน์ดังกล่าวถูกต้อง เพราะรูส้ึกว่ามันถูกต้องและเป็นการพิสูจน์ที่ครูมอบให้ ตลอด  
การเรียนในชั้นเรียนปกติไม่เคยไดร้บัการพิสูจน์ที่ไม่ถูกต้อง ตัวอย่างในแบบเรียน หรือเอกสาร
ประกอบการเรียนลว้นเป็นการพิสจูนท์ี่ถูกตอ้ง จึงเชื่อว่าการแสดงการพิสจูนท์ี่อ่านนัน้ย่อมถกูตอ้ง 

(3) สรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่และเปรียบเทียบขอ้สรุปของการพิสจูน ์นกัเรียนที่มี
ลักษณะการพิจารณาเช่นนี ้ คือ ปิงปอง พิจารณาความถูกต้องของบทพิสูจน์ที่ อ่าน ด้วย 
การเปรียบเทียบผลการพิสจูนจ์ากวิธีการพิสจูนท์ี่สรา้งขึน้ใหม่กบัขอ้สรุปในการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้ 
โดยพิสูจนด์ว้ยการเลื่อนขนาน  ใหม้าอยู่ในต าแหน่งเดียวกับ  แลว้มุมที่ฐานของ   
มีขนาดเท่ากนั ซึ่งเป็นเพียงการพิจารณาขอ้สรุปในบรรทดัสดุทา้ยว่า  จรงิ ไม่ใช่การตดัสิน
ว่ากระบวนการพิสูจน์ของบทพิสูจน์นั้นถูกต้อง หรือการเชื่อมโยงข้อตั้งและข้อสรุปถูกต้อง 
ตามหลกัการอา้งเหตผุล  

หากพิจารณาเพียงค าตอบของการพิจารณาความถูกต้อง นักเรียนทั้ง 6 คน 
สามารถใหค้ าตอบที่ถูกตอ้ง แต่เมื่อพิจารณาค าตอบร่วมกบัวิธีการการพิจารณาความถูกตอ้งของ
บทพิสจูน ์พบว่า มีนกัเรียนเพียง 3 คนเท่านัน้ ไดแ้ก่ เทนนิส เคนโด ้และกงัฟู ที่สามารถใหค้ าตอบ
ที่ถกูตอ้ง และพิจารณาความสมเหตสุมผลในรายละเอียดของบทพิสจูน ์

ความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตดา้นความทั่วไปนัน้ นักเรียนไม่เพียงตดัสิน
ความถูกตอ้งของการพิสูจนท์ี่ก าหนดใหไ้ดเ้ท่านัน้ แต่ตอ้งใช้ขอ้มูลจากบทพิสจูนท์ี่อ่านตรวจสอบ
ความถูกตอ้งขอ้ความที่ก าหนดใหไ้ด้ ซึ่งในขั้นตอนนี ้ก าหนดใหน้ักเรียนใชข้อ้มูล “  เป็น 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว โดยมี  จุด  และ  อยู่บนด้าน  และ  ตามล าดับ และ 

 แลว้ ” และกระบวนการพิสูจนจ์ากการพิสูจน์ดังกล่าวประกอบการพิจารณา
ขอ้ความ 2 ขอ้ความ ดงันี ้

 
ขอ้ความ 1 ถา้เลื่อนจดุ  และ  พรอ้มกนัโดยที่จดุทัง้สองยงัคงอยู่บนดา้น  และ   
   ตามล าดบั และ  เช่นเดิม แลว้ผลการพิสจูนย์งัคงเหมือนเดิมหรือไม่ 
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เมื่อให้นักเรียนพิจารณาข้อความ 1 โดยใช้ข้อมูลจากบทพิสูจน์ที่ อ่าน พบว่า 
นักเรียนทุกคนสามารถระบุไดว้่าขอ้สรุปยังคงเป็น  เหมือนเดิม และใหเ้หตุผลในท านอง
เดียวกนัว่า เพราะ  จึงใชส้มบติัมุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกัน
ของเส้นตัดมีขนาดเท่ากันได้เหมือนเดิม ไม่ว่าจะเลื่อนจุด  และจุด  พรอ้มกันให้ไปอยู่ใน
ต าแหน่งใดบนดา้น  และ  ก็ตาม โดยมีตัวอย่างภาพที่นักเรียนวาดประกอบการพิจารณา
ขอ้ความ 1 ดงัภาพประกอบ 9 
 
 

 
 
 
 

ภาพประกอบ 9 ตวัอย่างการพิจารณาขอ้ความ 1 

 
ขอ้ความ 2 ถา้เลื่อนจดุ  และ  พรอ้มกนัโดยที่  แต่จดุทัง้สองไม่จ าเป็นตอ้ง 

อยู่บนดา้น  และ  แลว้ผลการพิสจูนเ์หมือนเดิมหรือไม่  
 
เมื่อใหน้ักเรียนใชก้ารพิสูจนท์ี่ก าหนดใหพ้ิจารณาขอ้ความ 2 พบว่า นักเรียนทั้ง 

6 คน ตอบว่าขอ้สรุปยงัคงเป็น  เช่นเดิม โดยใหเ้หตผุลเช่นเดียวกบัการพิจารณาขอ้ความ 
1 ว่า เท่ากันเหมือนเดิมเพราะ  ท าใหม้ีมุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้ง
เดียวกนัของเสน้ตดั แต่เมื่ออธิบายเพิ่มเติมว่าจดุ  และจุด  สามารถเลื่อนไปอยู่ที่ต  าแหน่งใดได้
บา้ง ซึ่งใน 6 คนนีส้ามารถจ าแนกค าตอบที่แตกต่างกันออกเป็น 3 กลุ่ม ดังภาพประกอบ 10 ซึ่ง 
มีรายละเอียดดงันี ้กลุ่มแรกมีนักเรียนเพียง 2 คน ไดแ้ก่ เทนนิส และกงัฟู ที่ไดร้บัการอธิบายแลว้
สามารถตอบได้ถูกต้องว่า   และ  สามารถเท่ากันหรือไม่เท่ากันก็ได้ และให้เหตุผลที่
คลา้ยกันว่า   เมื่อจุด  และจุด  มีระยะห่างจากดา้น  และ  เท่ากันตามล าดับ 
กลุ่มที่สอง คือ ปิงปอง เมื่อได้รบัการอธิบายจึงเปลี่ยนค าตอบเป็น  เพราะ เมื่อเลื่อน 
จุด  และจุด  จะยาวไม่เท่ากัน และส าหรบักลุ่มที่สาม ไดแ้ก่ รกับี ้เบสบอล และเคนโด ้แมว้่า
ไดร้บัการอธิบายถึงลกัษณะการเลื่อนจุด  และจดุ  แลว้ก็ยงัยืนยนัค าตอบว่า  เช่นเดิม 
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ภาพประกอบ 10 ตวัอย่างการพิจารณาขอ้ความ 2 

สรุปดา้นความทั่วไป นักเรียนทัง้ 6 คน ระบุว่าบทพิสจูนท์ี่อ่านนัน้ถูกตอ้ง แต่เมื่อ
พิจารณาความถูกต้องของการพิสูจน์ 3 ลักษณะ ดังนี ้ (1) มีนักเรียนจ านวน 3 คน พิจารณา 
ความสมเหตสุมผลในรายละเอียดของบทพิสจูน ์(2) มีนกัเรียนจ านวน 2 คน เชื่อว่าบทพิสจูนท์ี่อ่าน
ถูกตอ้ง และ (3) มีนักเรียนจ านวน 1 คน สรา้งวิธีการพิสูจนข์ึน้ใหม่และเปรียบเทียบขอ้สรุปของ 
การพิสูจน์ เมื่อใหน้ักเรียนสามารถใช้ขอ้มูลจากบทพิสูจน์ “  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว  
โดยมี  จุด  และ  อยู่บนดา้น  และ  ตามล าดับ และ  แลว้ ” 
ในการพิจารณาความถูกตอ้งของขอ้ความพิสูจนท์ี่ใกลเ้คียงกับบทพิสูจน ์“ถา้เลื่อนจุด  และ  
พรอ้มกนัโดยที่จดุทัง้สองยงัคงอยู่บนดา้น  และ  ตามล าดบั และ  เช่นเดิม แลว้ผล
การพิสูจน์ยังคงเหมือนเดิมหรือไม่” นักเรียนทั้ง 6 คน สามารถตอบไดถู้กต้องและใหเ้หตุผลใน
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ท านองเดียวกนัว่า “  จึงใชส้มบติัมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนั
ของเสน้ตดัมีขนาดเท่ากนัไดเ้หมือนเดิม”  แต่ไม่สามารถพิจารณาขอ้ความที่มีความซบัซอ้นกว่าได ้
“ถา้เลื่อนจุด  และ  พรอ้มกันโดยที่  แต่จุดทัง้สองไม่จ าเป็นตอ้งอยู่บนดา้น  และ 

 แลว้ผลการพิสูจนเ์หมือนเดิมหรือไม่ ” มีนักเรียนเพียง 2 คนเท่านัน้ ที่สามารถตอบไดถู้กตอ้ง 
ว่า   และ  สามารถเท่ากันหรือไม่เท่ากันก็ได ้และใหเ้หตุผลที่คล้ายกันว่า   เมื่อ 
จดุ  และจดุ  มีระยะห่างจากดา้น  และ  เท่ากนัตามล าดบั 

ดังนั้น ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตด้านความทั่วไป 
นักเรียนมีวิ ธีพิจารณาความถูกต้องของการพิสูจน์ 3 ลักษณะ ดังนี ้  (1) พิจารณาความ
สมเหตุสมผลในรายละเอียดของบทพิสูจน์ (2) เชื่อว่าบทพิสูจนท์ี่อ่านนั้นถูกตอ้ง และ (3) สรา้ง
วิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่และเปรียบเทียบขอ้สรุปของการพิสจูน ์และนกัเรียนสามารถใชข้อ้มลูจากบท
พิ สู จ น์ ใ น 
การพิจารณาความถูกตอ้งของขอ้ความพิสูจน์ที่ใกลเ้คียงกับบทพิสูจน ์แต่ไม่สามารถพิจารณา
ขอ้ความที่มีความซบัซอ้นกว่าได ้

 
2.5 ด้านการประยุกต ์

ดา้นการประยกุตว์ดัไดจ้ากการที่นกัเรียนสามารถประยุกตค์วามรูห้รือวิธีการจาก
การพิสจูนท์ี่ก าหนดใหไ้ปสู่สถานการณห์รือขอ้ความพิสจูนอ่ื์นได ้ในดา้นนีพ้บว่า นกัเรียนสามารถ
ประยุกต์แนวคิดที่ได้จากการอ่านบทพิสูจน์ไปพิจารณาข้อความใกล้เคียงกับบทพิสูจน์ได้ แต่
นกัเรียนสว่นใหญ่ไม่สามารถพิสจูนข์อ้ความที่ซบัซอ้นกว่าได ้

ก าหนดใหน้ักเรียนใชแ้นวคิดจากบทพิสูจน์พิจารณาข้อความ 3 และประยุกต์
แนวคิดไปพิสจูนข์อ้ความ 4 ซึ่งมีรายละเอียดดงันี ้
 
ขอ้ความ 3  ก าหนดให ้  มีจดุ  และ  อยู่บนดา้น  และ  ตามล าดบั และ 

  จงพิจารณาว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใด 
1) ถา้  เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ 
2) ถา้  เป็นรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก 
3) ถา้  เป็นรูปสามเหลี่ยมดา้นเท่า 
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จากขอ้ความ 3 ก าหนดให ้  เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มีจุด  และจุด  
อยู่บนด้าน  และ  ตามล าดับ และ   และให้นักเรียนพิจารณาว่า   
เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใดได้บ้าง พบว่า นักเรียนทั้ง 6 คน สามารถให้ค าตอบได้ว่า   
เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใดก็ได ้และจะระบชุนิดของ  ได ้เมื่อก าหนดชนิดของ  ก่อน 
ในขณะที่เบสบอลลังเลก่อนตอบว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดหนึ่ง ดังบทสัมภาษณ์ 7  
และก่อนที่ รักบี ้ตอบแสดงอาการไม่มั่ นใจและถามว่าตอบว่าไม่ รู ้ว่าเป็นชนิดใดได้หรือไม่  
ดงับทสมัภาษณ ์8 ซึ่งชีใ้หเ้ห็นว่านกัเรียน 2 คนนี ้กลวัการตอบว่าไม่รู ้แมว้่าค าตอบที่คิดไดอ้าจจะ
ถกูตอ้ง (แนวทางค าตอบของสถานการณน์ี ้คือ จากขอ้มลูที่ก าหนดใหจ้ะระบุชนิดของ  ได ้
เมื่อทราบชนิดของ  ก่อน) ในทางตรงกนัขา้มนกัเรียนที่เหลืออีก 4 คน มีลกัษณะการตอบที่
มั่นใจว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใดก็ได ้และจะเป็นชนิดเดียวกบั  

 
บทสมัภาษณ ์7 
ผูว้ิจยั :    เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มีจดุ  และจดุ  อยู่บนดา้น  และ   

ตามล าดบั โดยที่  แลว้  เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใดไดบ้า้ง 
เบสบอล :  (ลงัเล) รูปสามเหลี่ยมอะไรสกัอย่าง 
ผูว้ิจยั :   ระบชุนิดของสามเหลี่ยมไดไ้หมครบั 
เบสบอล :  น่าจะไม่รูเ้พราะขอ้มลูไม่เพียงพอ  
ผูว้ิจยั :   ตอ้งทราบขอ้มลูอะไรเพิ่ม  
เบสบอล :  ระบวุ่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมอะไร 
 
บทสมัภาษณ ์8 
ผูว้ิจยั :    เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มีจดุ  และจดุ  อยู่บนดา้น  และ   

ตามล าดบั โดยที่  แลว้  เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใดไดบ้า้ง 
รกับี ้:   ตอบว่าไม่รูไ้ดไ้หมครบั 
ผูว้ิจยั :   ไดค้รบั 
รกับี ้:   ไม่รู ้เพราะ โจทยไ์ม่ระบอุะไรมาใหเ้ลย 
ผูว้ิจยั :   เพราะอะไร ถึงไม่กลา้ตอบว่าไม่รูค้รบั 
รกับี ้:   โจทยถ์ามว่าชนิดใด แต่มนัระบไุม่ไดค้รบั 
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นอกจากการให้นักเรียนพิจารณาว่า ถ้า  รูปสามเหลี่ยมใด ๆ แล้ว 

 เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใดไดบ้า้ง และใหน้กัเรียนพิจารณาขอ้ความต่อเนื่องว่า ถา้ก าหนด
ชนิดของ  เป็นรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก และรูปสามเหลี่ยมดา้นเท่า ตามล าดบั แลว้  
เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใด นกัเรียนทุกคนตอบไดถู้กตอ้งทัง้หมด ว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมมมุ
ฉาก และรูปสามเหลี่ยมดา้นเท่า ตามล าดบั โดยใหเ้หตผุลว่า เพราะ  ท าใหมุ้มภายนอก
และมุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบนข้างเดียวกันของเส้นตัดมีขนาดเท่ากัน ส่งผลให้มุมฐานที่ของ  
รูปสามเหลี่ยมทั้งสองรูปมีขนาดเท่ากัน จึงท าใหร้ะบุชนิดของ  ได้ ซึ่งเป็นการประยุกต์
สมบติัที่ใชใ้นบทพิสจูนท์ี่อ่าน ดงันัน้นกัเรียนทัง้ 6 คน สามารถประยกุตแ์นวคิดจากบทพิสจูนท์ี่อ่าน
ในขอ้ตัง้เดียวกนัได ้ซึ่งมีตวัอย่างการพิจารณาขอ้ความ 3 ของนกัเรียนดงัภาพประกอบ 11  
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ภาพประกอบ 11 ตวัอย่างการพิจารณาขอ้ความ 3 ของนกัเรียน 

ในขณะเดียวกนัเมื่อใหน้กัเรียนพิสจูนข์อ้ความ 4 ซึ่งเป็นการตรวจสอบว่านกัเรียน
สามารถประยุกตแ์นวคิดจากบทพิสจูนไ์ปขอ้ความที่ซบัซอ้นกว่าไดห้รือไม่ (โดยตอ้งใชแ้นวคิดจาก
บทพิสูจนท์ี่อ่าน คือ มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกันของเสน้ตัดมีขนาด
เท่ากนั ในการพิสจูนข์อ้ความ 4) 

 
ขอ้ความ 4   ก าหนดให ้  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว มี  และ 

ต่อ  ออกไปทางจดุ  ถึงจดุ  และที่จดุ  ลาก   
 จงพิสจูนว์่า  
 
จากการพิจารณาขอ้ความ 4  พบว่า (1) เคนโด ้ตอบว่าสามารถพิสจูนไ์ด ้พรอ้ม

กบัวาดภาพและเขียนแสดงเหตผุลว่า  (2) รกับี ้แสดงการพิสจูนไ์ดถ้กูตอ้งบางส่วนแต่
ไม่สามารถสรุปได ้และนักเรียนอีก 4 คนที่เหลือ ไม่สามารถเขียนแสดงการพิสูจนไ์ด ้โดยนกัเรียน
ใชเ้วลาในการคิดประมาณ 10 นาที ซึ่งเทนนิสขออธิบายปากเปล่าแทนการเขียนแสดงการพิสูจน ์
ส่วนคนที่เหลือผูว้ิจยัขอใหน้กัเรียนอธิบายปากเปล่าแทน โดยเริ่มจากการถามสิ่งที่ก าหนดให ้สิ่งที่
พิสูจน ์สมบัติที่ตอ้งใช ้เริ่มการพิสูจนอ์ย่างไร และไดข้อ้สรุปว่าอะไร ซึ่งมีรายละเอียดการแสดง  
การพิสจูนข์องนกัเรียนแต่ละคน ดงันี ้

1) เคนโด้ แสดงว่า  ด้วยการลาก  ให้ขนานกับ  และ
ขนานกับ  ด้วย ที่จุด  ต่อ  ออกไป ท าให้มุม  มีขนาดเท่ากับมุมภายนอกของเส้น
ขนาน  และ  ที่เกิดจากการต่อ  ออกไป และก าหนดขนาดมมุเท่ากบั  ดังนัน้มมุภายใน
เ กิ ด จ า ก 
การต่อ  ออกไปมีขนาดเท่ากับ  และใช้ทฤษฎีทขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ 
รูปสาม เหลี่ ยม รวมกัน เท่ ากัน  180 อ งศา  เขี ยนสมการ จะ ได้    
ดังนั้น  โดย  คือ  และใชมุ้มภายนอกและมุมภายในที่อยู่
ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดัสรุปว่า  เพราะ  และก าหนดให ้  
และ  เขียนสมการใหม่เป็น  แก้สมการและ สรุปว่า  ดังนั้น 

  ซึ่งมีรายละเอียดดงัภาพประกอบ 12 
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ภาพประกอบ 12 การแสดงการพิสจูนใ์นสถานการณ ์4 ของเคนโด ้

การแสดงการพิสูจนข์องเคนโดเ้ป็นการสมมติค่าตัวแปรแทนมุมที่ไม่ทราบ
ขนาด โดยการลากเสน้เพื่อต่อรูปเพิ่มเติม ใชส้มบติัของมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบน
ข้างเดียวกันของเส้นตัดมีขนาดเท่ากัน และทฤษฎีบทขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ  
รูปสามเหลี่ยมรวมกันเท่ากัน 180 องศา เพื่อสรุปขนาดมุม เขียนสมการจากตัวแปรที่สมมติมุม 
ไม่ทราบค่าก่อนหนา้ ซึ่งสมบติัที่ใชส้อดคลอ้งกบัการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้ซึ่งหากพิจารณาว่านกัเรียน
ที่ประยุกตแ์นวคิดจากบทพิสจูนท์ี่อ่านไปพิสจูนข์อ้ความ 4 ได ้และมีการใหเ้หตผุลที่ถูกตอ้ง ดงันัน้
เคนโดส้ามารถประยกุตค์วามรูไ้ปสูส่ถานการณอ่ื์นได ้แต่ถา้พิจารณาการขยายขอบเขตความรูด้ว้ย
การเขา้ใจภาพรวมของการพิสูจน์และขยายไปสู่สถานการณ์อ่ืนได้ การแสดงพิสูจนข์องเคนโด้ 
มีการใหเ้หตุผลที่วนซ า้ เช่น (1) มุม  มีขนาดเท่ากับมุมภายนอกของเสน้ขนาน  และ   
ที่ เกิดจากการต่อ  ออกไป และ (2)  เพราะ   ซึ่งไม่มีความจ าเป็นใน 
การใหเ้หตุผลใน (1) สามารถใช ้(2) ไดเ้ลย เพราะมีการใหเ้หตุผลในท านองเดียวกัน และขัน้ตอน
ถดัไปในกระบวนการพิสจูนไ์ม่แตกต่างกนั กล่าวไดว้่าเคนโดไ้ม่ไดม้ีการพิจารณาเงื่อนไขหรือขอ้ตัง้
ที่จ  าเป็นในการพิสจูน ์และการตรวจสอบองคร์วมของกระบวนการพิสจูนท์ี่สรา้งขึน้ 
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2) รกับี ้แสดงการพิสูจนโ์ดยระบุว่า จาก  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 

จะได้  และจาก  จะได้  เพราะเป็นมุมแย้ง และ  
เพราะเป็นมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั ดงัภาพประกอบ 13
การพิสูจนข์องรกับี ้มีการใชส้มบติัของเสน้ขนาน ไดแ้ก่ มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้ม
บนขา้งเดียวกันของเสน้ตัดมีขนาดเท่ากัน และมุมแยง้ ซึ่งสอดคลอ้งกับสมบติัที่ใชใ้นการพิสูจนท์ี่
ก าหนดให ้มีการประยกุตค์วามรูจ้ากการพิสจูนท์ี่อ่านไปสูส่ถานการณท์ี่ก าหนดให ้แมว้่าการพิสจูน์
ของรักบี ้เชื่อมโยงข้อตั้งและให้เหตุผลถูกต้องเกือบทั้งหมด แต่ไม่สามารถเชื่อมโยงได้ว่า 

 เพราะเหตุใด แมว้่าผูว้ิจัยถามกระตุน้เพื่อใหส้งัเกตว่ามีมุมคู่ใดเท่ากันอีกบา้ง “รกับี ้
ตบมือ 1 ครัง้ พรอ้มรอ้ง อ๋อ!!” แสดงอาการเหมือนจะเข้าใจ แต่สุดท้ายก็ไม่สามารถสรุปได้ว่า  

 จึงไม่สามารถใหร้หสัไดว้่าสามารถประยกุตแ์นวคิดไปสูส่ถานการณอ่ื์นได ้
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 13 การแสดงการพิสจูนใ์นสถานการณ ์4 ของรกับี ้
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3) กงัฟู แสดงการพิสจูนโ์ดยระบุว่า  เพราะเป็นมมุแยง้ และเมื่อ

ต่อด้าน   ท าให้มุมภายนอก ( ) ที่ เกิดขึน้มีขนาดเท่ากับผลบวกของสองมุมภายใน  
( ) ที่ไม่ใช่มมุประชิดมมุภายนอกจะได ้  และ  
ดงันัน้  เพราะ  ซึ่งมีรายละเอียดดังภาพประกอบ 14 แมว้่ากังฟูสามารถ
อธิบายการพิสจูนไ์ดถู้กตอ้งตามหลกัการอา้งเหตผุล มีการเชื่อมโยงขอ้ตัง้และขอ้สรุปที่ถูกตอ้ง แต่
การพิสจูนน์ีเ้ป็นการใชค้วามรูเ้รื่องมมุแยง้ที่เป็นสมบติัของเสน้ขนาน และทฤษฎีบท “ถา้ต่อดา้นใด
ดา้นหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมออกไป แลว้มุมภายนอกที่เกิดขึน้จะมีขนาดเท่ากบัผลบวกของขนาด
ของมุมภายในที่ไม่ใช่มุมประชิดของมุมภายนอกนัน้” ซึ่งไม่สอดคลอ้งกับแนวคิดจากบทพิสูจนท์ี่
อ่าน กล่าวไดว้่ากังฟูสามารถแสดงการพิสูจนไ์ดแ้ต่การพิสูจนน์ั้นยังมิใช่การประยุกต์แนวคิดไป 
สูส่ถานการณอ่ื์น ๆ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 14 การแสดงการพิสจูนใ์นสถานการณ ์4 ของกงัฟ ู

4) ปิงปอง ใช้การสมมติค่ามุมเป็นตัวเลขเพื่อแสดงว่า  โดย
ก าหนดขนาดมุมที่ฐานทัง้สองมุมของ  ใหม้ีขนาดเท่ากับ 40 องศา และผลรวมของขนาด
มมุภายในทัง้สามมุมของรูปสามเหลี่ยมเท่ากบั 180 องศา ดังนัน้  มีขนาดเท่ากบั 100 องศา  
และต่อดา้น  ออกไปทางจุด  จะไดมุ้มภายนอกที่เกิดขึน้มีขนาดเท่ากบั 140 องศา เพราะมุม
ตรงมีขนาดเท่ากบั 180 องศา และที่มมุเดียวกนัใชส้มบติัขนาดของมมุภายในที่อยู่บนขา้งเดียวกนั
ขอ ง เส้น ตั ด รวม กั น เท่ ากั บ  180 อ งศ า  จ ะ ได้   มี ข น าด เท่ า กั บ  40 อ งศ า  ท า ให ้
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 ดังนั้น  มีขนาดเท่ากับ 40 องศา นั่นคือ  เพราะมี
ขนาด 40 องศาเท่ากัน ดังภาพประกอบ 15 แม้ว่าปิงปองสามารถแสดงได้ว่า   
มีการใหเ้หตุผลและเชื่อมโยงขนาดมุมแต่ละมุมว่าใชส้มบติัใดบา้ง ซึ่งประกอบดว้ยสมบัติขนาด
ของมุมภายในที่อยู่บนขา้งเดียวกันของเส้นตัดรวมกันเท่ากับ 180 องศา ขนาดของมุมตรง แต่
สมบติัเหล่านีไ้ม่ไดเ้กิดจากการใชค้วามรูท้ี่ไดจ้ากการอ่านการพิสูจนท์ี่ก าหนดให ้จึงไม่สามารถให้
รหสัไดว้่าสามารถประยกุตค์วามรูสู้ส่ถานการณอ่ื์นได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 15 การแสดงการพิสจูนใ์นสถานการณ ์4 ของปิงปอง 

เมื่อใหน้ักเรียนพิจารณาขอ้ความ 3 นักเรียนทั้ง 6 คน สามารถตอบและใหเ้หตุ
ผลไดถู้กตอ้ง เมื่อใหพ้ิจารณาขอ้ความ 4 นกัเรียนที่สามารถประยุกตแ์นวคิดในการพิสจูนข์อ้ความ
ที่ซบัซอ้นกว่าบทพิสจูนท์ี่อ่านไดม้ีเพียง เคนโด ้คนเดียวเท่านัน้ โดยใชค้วามรูเ้ก่ียวกบัขนาดของมมุ
ภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกันของเสน้ตัด ในการอธิบายว่า  
แมว้่ากระบวนการพิสจูนม์ีการใหเ้หตผุลที่ซบัซอ้นและวนซ า้ ในขณะที่รกับีส้ามารถประยกุตค์วามรู้
จากบทพิสูจน์ที่อ่านได้ แต่ไม่สามารถสรุปได้ว่า  กังฟูสามารถแสดงการพิสูจน์ได้



  66 

ถูกตอ้ง แต่ไม่สามารถประยุกตแ์นวคิดจากบทพิสูจนท์ี่อ่านได้ และปิงปองใชก้ารสมมติขนาดมุม
เพื่อแสดงว่า  โดยปราศจากการประยกุตแ์นวคิดที่ไดจ้ากการอ่านเช่นเดียวกนั  

นักเรียนสามารถประยุกต์แนวคิดจากบทพิสูจน์ไปใช้ในสถานการณ์ อ่ืน 
ที่มีลักษณะใกล้เคียงกับบทพิสูจน์ที่ อ่านได้ ซึ่งนักเรียนสามารถตอบค าถามและให้เหตุผลได้
ถูกตอ้ง แต่เมื่อก าหนดใหน้ักเรียนตอ้งประยุกต์แนวคิดไปพิสูจนข์อ้ความที่ซบัซอ้นกว่าบทพิสูจน ์
นักเรียนส่วนใหญ่สามารถใหข้อ้สรุปไดว้่าสิ่งที่ตอ้งพิสูจนเ์ป็นจริง แต่เมื่อพิจารณาการแสดงการ
พิสูจน์ พบว่า นักเรียนสามารถแสดงการพิสูจน์แบบนิรนัยได้ มีนักเรียนเพียงคนเดียวเท่านั้นที่
สามารถประยุกตแ์นวคิดจากบทพิสูจนท์ี่อ่าน แต่ในขณะเดียวกันการพิสูจนท์ี่นักเรียนคนนีเ้ขียน
แสดงมีการให้เหตุผลที่วนซ า้ซึ่งมีแนวโน้มที่ไม่เข้าใจภาพรวมของการพิสูจน์ นักเรียนคนที่  2 
สามารถเขียนแสดงการพิสูจน์ไดถู้กตอ้งเกือบทั้งหมดแต่ไม่สามารถสรา้งขอ้สรุปได้ว่าสิ่งที่ตอ้ง
พิสูจนน์ั้นเป็นจริง และนักเรียนคนที่ 3 สามารถเขียนแสดงการพิสูจนไ์ดถู้กต้องเช่นเดียวกัน ซึ่ง
วิธีการพิสูจนท์ี่สรา้งขึน้นัน้ไม่ไดเ้กิดจากการประยุกต์แนวคิดจากบทพิสูจนท์ี่อ่าน แต่ใชท้ฤษฎีบท 
“ถ้าต่อด้านมดดา้นหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมออกไป แล้วมุมภายนอกที่เกิดขึน้จะมีขนาดเท่ากับ
ผลบวกของขนาดของมมุภายในที่ไม่ใช่มมุประชิดของมมุภายนอกนัน้” แทนการใชค้วามรูเ้รื่องมุม
ภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตัด ส่วนนักเรียนคนสดุทา้ยสามารถ
ใหค้ าตอบไดว้่าสิ่งที่ตอ้งการพิสจูนน์ัน้เป็นจรงิ โดยใชว้ิธีการตรวจสอบความถูกตอ้งดว้ยการสมมติ
ค่าขนาดของมมุ และใชค้วามรูเ้รื่องผลบวกของขนาดของมุมภายในที่อยู่บนขา้งเดียวกันของเสน้
ตดั เพื่อสรา้งขอ้สรุปว่าสิ่งที่ตอ้งพิสูจนน์ัน้เป็นจริง ซึ่งนักเรียนคนนีม้ีแนวโนม้ที่จะสรา้งการพิสูจน์
แบบสมมติค่าและไม่สามารถสรา้งการพิสจูนแ์บบนิรนัยได ้และนักเรียน 2 คนที่เหลือไม่สามารถ
เขียนแสดงการพิสจูนแ์ละระบไุดว้่าสิ่งที่ตอ้งการพิสจูนถ์กูตอ้งหรือไม่  

ดังนัน้ ธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตดา้นการประยุกตข์อง
นกัเรียนระดบัมธัยมศึกษาตอนตน้ นกัเรียนสามารถประยุกตแ์นวคิดที่ไดจ้ากการอ่านบทพิสจูนไ์ป
พิจารณาขอ้ความใกลเ้คียงกับบทพิสูจนไ์ด้ และมีนักเรียนบางส่วนที่สามารถพิสูจน์ขอ้ความที่
ซบัซอ้นกว่าได ้

 
3. ประเด็นทีน่่าสนใจในการพิสูจน ์

ประเด็นที่น่าสนใจนี ้เป็นผลมาจากการศึกษากลยุทธ์การอ่านเพื่อความเข้าใจ  
การพิสจูนท์างเรขาคณิต ขณะที่ผูว้ิจยัขอใหน้กัเรียนแต่ละคนเลา่วิธีการอ่านการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้
และถามว่านกัเรียนพยายามคิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านการพิสจูน์หรือไม่ เมื่อนกัเรียนเล่าถึง
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วิธีการพิสูจนท์ี่สรา้งขึน้ใหม่ พบว่า มีวิธีการพิสูจนท์ี่น่าสนใจ จ านวน 4 วิธี ซึ่งมีรายละเอียดดัง
หวัขอ้วิธีการพิสจูนท์ี่น่าสนใจ 

 
3.1 วิธีการพิสูจนท์ีน่่าสนใจ 

นอกจากนกัเรียนสามารถประยุกตค์วามรูห้รือวิธีการจากการพิสูจนท์ี่ก าหนดให้
ไปสู่สถานการณ์อ่ืนแลว้ สิ่งที่แสดงถึงความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตดา้นการประยุกต ์คือ 
การพิสูจนข์้อความเดิมดว้ยวิธีการที่แตกต่าง มีนักเรียน 4 คน ไดแ้ก่ กังฟู ปิงปอง เทนนิส และ 
เคนโด ้ที่พยายามพิสจูนว์่า  ดว้ยวิธีการใหม่ มีรายละเอียด ดงันี ้
 

กงัฟ ู พยายามใชข้นาดของมมุภายในท่ีอยู่บนขา้งเดียวกนัรวมกนั 
   เท่ากบั 180 องศา แทนมมุภายนอกและมมุภายในท่ีอยู่ตรงขา้ม 
   บนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดัมีขนาดเท่ากนั 
ปิงปอง พยายามใชก้ารเลื่อนขนานดา้น  ขึน้ไปซอ้นทบัดา้น    
    เพื่อสรุปว่ามมุที่ฐานของ  และ  มีขนาดเท่ากนั 
    และ  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วเช่นเดียวกบั  
 เทนนิส  พยายามใชผ้ลรวมของมมุภายในของรูปสามเหลี่ยม เพื่ออธิบาย 
   ว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่ซอ้นทบัอยู่ใน  
   เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมทัง้สองรูปใชจ้ดุยอดรว่มกนั และ 
   ฐานขนานกนั ดงันัน้มมุที่ฐานจึงมีขนาดเท่ากนั 
เคนโด ้ พยายามพิสจูนโ์ดยใชค้วามยาวดา้นมาหกัออกจากกนั  
   โดยอธิบายว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว มี  
  ถา้มีเสน้ตรงมาขนานกบัฐาน จะได ้  เป็นรูปสี่เหลี่ยม 
   คางหมหูนา้จั่ว ท าให ้  ดงันัน้  
 

เมื่อพิจารณาวิธีการพิสูจนท์ั้ง 4 พบว่า มีเพียงวิธีการของกังฟูเท่านัน้ที่แสดงถึง
การขยายขอบเขตความเขา้ใจการพิสจูนอ์อกไป เพราะวิธีการพิสจูน์ที่ถูกตอ้งตามหลกัการอา้งเหต ุ
ใช้วิ ธีการพิสูจน์แบบนิรนัยมีการเชื่อมโยงระหว่างข้อตั้งและข้อสรุป โดยมีวิ ธีการพิสูจน ์
ดังนี ้ เนื่ องจาก  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ ว มี   ท าให้  และใช ้
ขนาดของมุมภายในที่อยู่บนขา้งเดียวกนัรวมกันเท่ากับ 180 องศา จะไดว้่า  
และ  และใช้ขนาดของมุมประชิดรวมกันเท่ากับ 180 องศา จะได้ว่า 
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 แ ล ะ   ดั ง นั้ น   ท า ให้   เ ป็ น 
รูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว นั่นคือ  ดงัภาพประกอบ 16 

 
 

 
 

 

ภาพประกอบ 16 วิธีการพิสจูนข์องกงัฟู 

วิธีการพิสูจนข์องปิงปอง คือ พยายามใชก้ารแปลงทางเรขาคณิตดว้ยการเลื่อน
ขนานดา้น  ขึน้ไปซอ้นทับด้าน  เพื่อสรุปว่ามุมที่ฐานของ  และ  มีขนาด
เท่ ากัน  และ   เป็ น รูปสาม เหลี่ ยมหน้าจั่ ว เช่ น เดียวกับ   ดั งนั้น    
ดงัภาพประกอบ 17 ซึ่งวิธีการพิสจูนน์ีไ้ม่เป็นที่นิยมในการพิสจูนท์างเรขาคณิต เนื่องจากวิธีการนี ้
เป็นเพียงการตรวจสอบว่าสิ่งที่ก าลงัพิสูจนน์ัน้ถูกตอ้งหรือไม่ ไม่มีการใหเ้หตุผลตามหลกัการอา้ง
เหตุผล แม้ว่าปัจจุบันในทางเรขาคณิตยอมรับว่าการเคลื่อนวัตถุท าให้ขนาดไม่เปลี่ยนแปลง  
แต่เป็นการยอมรบัในเรื่องการแปลงทางเรขาคณิตเท่านัน้  

 
 
 

 

 

ภาพประกอบ 17 วิธีการพิสจูนข์องปิงปอง 

วิธีการพิสจูนข์องเทนนิส คือ พยายามใชผ้ลรวมของมมุภายในของรูปสามเหลี่ยม 
เพื่ออธิบายว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่ซอ้นทบัอยู่ใน  เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมทัง้สอง
รูปใช้จุดยอดร่วมกัน และฐานขนานกัน ดังนั้นมุมที่ฐานจึงมีขนาดเท่ากัน  จึงสรุปว่า   
ดงัภาพประกอบ 18 เมื่อพิจารณาโดยละเอียด พบว่าการพิสจูนข์องเทนนิสนัน้ไม่ถูกตอ้ง เนื่องจาก
ยอมรบัสิ่งที่ตอ้งพิสูจนเ์พื่อน ามาใชเ้ป็นขอ้ตั้งในการสรุปว่า  โดยอนุมานไปเองว่ามุมที่
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ฐานเท่ากนัแบบคู่ต่อคู่ ซึ่งในความเป็นจรงิแลว้ไม่ไดม้ีการใหเ้หตมุารองรบัว่ามมุแต่ละคู่เท่ากนัดว้ย
เหตผุลใด ใหเ้หตผุลเพียงว่านอกจากมมุยอดรว่มกนัแลว้มมุที่เหลือจะเท่ากนัเพียงเพราะขนาดมมุ
ภายในของรูปสามเหลี่ยมทัง้มมุรวมกนัเท่ากบั 180 องศา ซึ่งเป็นวิธีการที่คลา้ยกบัการเทียบขนาด
ของมุมที่เท่ากันคู่ต่อคู่ของรูปสามเหลี่ยมสองรูปที่คลา้ยกัน ซึ่งชีใ้หเ้ห็นว่าเทนนิสยอมรบัยอมรบั  
สิ่งที่ต้องพิสูจน์มาใช้เป็นเงื่อนไขในการแสดงการพิสูจน์ เนื่องจากยอมรับว่า  เป็น 
รูปสามเหลี่ยมที่มีมุมที่ฐานมีขนาดเท่ากัน นั่นก็คือ  เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว โดยไม่ได ้
มีการพิสจูนม์าก่อน 

 

 

 
 
 

ภาพประกอบ 18 วิธีการพิสจูนข์องเทนนิส 

วิธีการพิสจูนข์องเคนโด ้คือ พยายามพิสูจนโ์ดยใชค้วามยาวดา้นมาหักออกจาก
กัน โดยอธิบายว่า  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว มี  ถา้มีเสน้ตรงมาขนานกับฐาน  
จะได้  เป็นรูปสี่ เหลี่ยมคางหมูหน้าจั่ ว ท าให้  ดังนั้น   
ดังภาพประกอบ 19 ซึ่งชี ้ให้เห็นว่าเคนโด้ยอมรับสิ่งที่ต้องพิสูจน์ เนื่องจากให้เหตุผลเพียงว่า 

 จึงยอมรับว่า  เป็นรูปสี่ เหลี่ยมคางหมูหน้าจั่ ว โดยที่ยังไม่มีการพิสูจน์ว่า 
 เป็นรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 

 

 

 
 
 

ภาพประกอบ 19 วิธีการพิสจูนข์องเคนโด ้
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จากวิธีการพิสจูนท์ี่แตกต่างกนัทัง้ 4 วิธี พบว่ามีเพียงวิธีเดียวเท่านัน้ที่เป็นวิธีการ

พิสจูนท์ี่ถูกตอ้งตามหลกัการอา้งเหตุผล คือวิธีการพิสูจนข์องกังฟู ส่วนอีก 3 วิธีการที่เหลือ ไดแ้ก่ 
ของปิงปอง เทนนิส และเคนโด ้นัน้ไม่เป็นที่ยอมในการพิสจูนท์างเรขาคณิตเนื่องจาก วิธีการพิสจูน์
ของปิงปองใช้การเลื่อนขนานมาตรวจสอบสิ่งที่ต้องพิสูจน์เท่านั้น เนื่องจากการพิสูจน์ทาง
เรขาคณิตไม่นิยมใชก้ารแปลงทางเรขาคณิตในการพิสูจนแ์ต่อาศัยหลกัการสรา้งทางเรขาคณิต
แทนการเคลื่อนรูป และวิธีการพิสจูนข์องเทนนิสและเคนโดอ้าศยัการยอมรบัสิ่งที่ตอ้งพิสจูนม์าใช้
เป็นขอ้ตัง้หรือเงื่อนไขที่จ  าเป็นเพื่อท าการพิสจูนส์ิ่งที่ตอ้งพิสจูนว์นซ า้อีกครัง้หนึ่ง ซึ่งไม่ถูกตอ้งตาม
หลกัการอา้งเหตทุี่ตอ้งเชื่อมโยงขอ้ตัง้เพื่อสรา้งขอ้สรุป 

แมว้่าทัง้ 4 วิธีการพิสจูนน์ีม้ีวิธีการท่ีถูกตอ้งเพียงวิธีเดียวเท่านัน้ ส่วนอีก 3 วิธีการ
ไม่ถกูตอ้งตามหลกัการอา้งเหตผุล แต่สิ่งที่น่าสนใจในวิธีการพิสจูนท์ัง้ 4 วิธีนี ้เพราะ การพิสจูน ์คือ
การคน้หาวิธีการใหม่ ๆ จะเห็นไดว้่านกัเรียนทัง้ 4 คนนีพ้ยายามสรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่ โดยทัง้ 
4 วิธีนีใ้ชค้วามรูท้ี่แตกต่างกันทัง้หมด ซึ่งในบางวิธีการนักเรียนอาจจะตอ้งไดร้บัการชีแ้นะเพื่อให้
พิจารณาความสมัพนัธเ์ชิงตรรกะของขอ้ความพิสจูนแ์ต่ละขอ้ความ ความสมัพนัธร์ะหว่างขอ้ความ
พิสูจน์กับบรรทัดก่อนหน้า และภาพรวมของการพิสูจน์เพื่อเชื่อมโยงข้อตั้งและข้อสรุป เพื่อ
หลีกเลี่ยงวิธีการที่ไม่เหมาะสม ไดแ้ก่ (1) การยอมรบัสิ่งที่ตอ้งพิสูจนม์าเป็นหนึ่งในขอ้ตัง้ เงื่อนไข 
หรือเหตุผลที่ใชอ้า้งเพื่อสรา้งขอ้สรุปนั้นอีกครัง้หนึ่ง (2) การใชก้ารเลื่อนขนานในการแปลงทาง
เรขาคณิตเพื่อเคลื่อนวตัถแุทนการสรา้งทางเรขาคณิต  

ตอนที ่2 กลยุทธท์ี่ใช้ในการอ่านเพ่ือความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 
กลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนเ์ป็นการกระท าที่นักเรียนโตต้อบโดยตรง

กับขอ้ความเพื่อวางแผน ติดตาม โดยใชค้วามพยายามในการถอดรหัสขอ้ความ และท าความ
เขา้ใจค า และสรา้งความหมายของขอ้ความ ที่เกิดขึน้ก่อน ระหว่าง และหลงัการคิด ซึ่งตอนที่ 2 นี ้
น าเสนอกลยุทธ์ที่นักเรียนใชใ้นการอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนเ์พื่อตอบค าถามการวิจัยขอ้ที่
สอง กลยุทธ์ที่ ใช้ในการอ่านเพื่ อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับ
มัธยมศึกษาตอนต้นมีลักษณะเป็นอย่างไร โดยก าหนดให้นักเรียนอ่านการพิสูจน์ที่ก าหนดให ้
รวบรวมขอ้มูลจากการสมัภาษณแ์ละบนัทึกภาคสนาม และใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอรใ์นวิเคราะห์
ขอ้มูล การศึกษากลยุทธ์ที่นักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนตน้ใชใ้นการอ่านเพื่อความเขา้ใจการ
พิสจูนท์างเรขาคณิต เป็นการศึกษาความพยายามของนักเรียนในการถอดรหัสขอ้ความ ท าความ
เขา้ใจค าศพัท ์และสรา้งความหมายของขอ้ความในการพิสจูน ์ 
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โดยการศึกษาครัง้นีก้  าหนดใหน้ักเรียนอ่านการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้นกัเรียนที่เขา้ร่วม
การวิจยัทัง้ 6 คนใชเ้วลาอ่านที่ใกลเ้คียงกนั ประมาณ 3-10 นาที และเขา้สู่กระบวนการสมัภาษณ์
ใชเ้วลาประมาณ 30 นาที โดยบนัทึกวิดีโอและบนัทึกภาคสนามตลอดการอ่านและการสมัภาษณ์ 
ขอ้มูลที่ได้จากการรวบรวม ไดแ้ก่ วิดีโอการสัมภาษณ์ งาน :ความเขา้ใจการพิสูจน์ และบันทึก
ภาคสนาม โดยผูว้ิจัยไดส้งัเคราะหข์อ้มูลจากบนัทึกการสมัภาษณท์ี่ไดม้าจากถอดเสียงวิดีโอการ
สัมภาษณ์ ร่องรอยการท าเครื่องหมายหรือสัญลักษณ์ของงาน :ความเข้าใจการพิสูจน์ บันทึก
ภาคสนามที่บันทึกขณะดูนักเรียนอ่านการพิสูจน์ที่ก าหนดให้และสัมภาษณ์ และดูวิดีโอ
ประกอบการสังเคราะหข์อ้มูลออกมาเป็นวิธีการอ่านของนักเรียนแต่ละคนว่ามีลกัษณะการอ่าน
อย่างไร มีการแสดงออกของพฤติกรรมใดบา้ง และน าวิธีการอ่านของนกัเรียนแต่ละคนมาวิเคราะห์
ว่ามีการใชก้ลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนใ์ดบา้ง โดยพิจารณาตัง้แต่ก่อนอ่าน ขณะ
อ่าน และหลงัอ่าน ซึ่งมีรายละเอียดดงัหวัขอ้วิธีการอ่าน 
 

วิธีการอ่าน 
เมื่อใหน้กัเรียนที่เขา้รว่มการวิจยัทัง้ 6 คน อ่านการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้และสมัภาษณก์าร

ใชก้ลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตนกัเรียนเป็นรายบุคคล ผลปรากฏดงันี ้
 
1. วิธีการอ่านของเบสบอล 

 
เบสบอล  เริ่มจากการอ่านขอ้เสนอและขอ้ความพิสจูนก์ าหนดให ้2 ครัง้ ครัง้แรกใชก้ารอ่าน 

เร็ว ๆ แบบขา้มค า แมว้่าจะพบค าศัพทห์รือขอ้ความที่ไม่เขา้ใจ หรือไม่สามารถ  
เขา้ใจไดใ้นทันที ก็จะอ่านต่อไปจนจบการพิสูจน ์และในครัง้ที่สองจะอ่านอย่าง
ระมัดระวัง โดยเริ่มก าหนดสญัลกัษณ์ลงบนภาพใหส้อดคลอ้งขอ้ความ และขีด
เสน้ใตค้ าที่ไม่สามารถเขา้ใจไดใ้นทันที ในการอ่านขอ้ความพิสูจนแ์ต่ละบรรทัด 
จะย้อนกลับไปดูภาพเพื่อเพิ่มความเข้าใจ หากข้อความใดที่ยังไม่เข้าใจจะ
ยอ้นกลบัไปดภูาพและกลบัมาอ่านทวนขอ้ความซ า้ ๆ จนเขา้ใจ (ซึ่งมีรายละเอียด
การท าสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความ ดงัภาพประกอบ 20) 
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ภาพประกอบ 20 การก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความของเบสบอล 

จากวิธีการอ่านของเบสบอลพบว่า ใชก้ลยุทธก์ารอ่านการพิสจูนเ์พื่อความเขา้ใจในขณะ
อ่านการพิสจูนเ์ท่านัน้ กลยทุธท์ี่ใช ้ไดแ้ก่ 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) พยายามอ่านต่อไปเพื่อดวู่ามีขัน้ตอนอย่างไรบา้ง 
3) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
4) ใชก้ารอ่านเรว็ ๆ แบบขา้มค าแลว้อ่านอย่างระมดัระวงั 
5) พยายามคิดเก่ียวกบัขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ 
6) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
7) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
8) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
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2. วิธีการอ่านของรักบี ้
 

รกับี ้ เริ่มจากการอ่านขอ้เสนอของการพิสูจน ์ขีดเสน้ใต้ค าศัพท์และขอ้ความส าคัญ  
เพื่อระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสูจน ์ขา้มการดูภาพในครัง้แรก ตรวจสอบ  
สิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสจูนท์ี่ระบุไวใ้นการพิสจูนว์่าตรงกบัที่ระบุไวห้รือไม่  
และท าการอ่านขอ้ความพิสจูนอ์ย่างระมดัระวงัตัง้แต่ครัง้แรก และจะยอ้นกลบัมา 
ดูภาพประกอบการอ่าน โดยขา้มการดูภาพในข้อความที่ให้เหตุผลว่าเป็นสิ่งที่
ก าหนดให ้และดภูาพซ า้มากกว่า 1 ครัง้ในขอ้ความที่ยงัไม่สามารถเขา้ใจไดท้นัที
ขณะที่ยอ้นกลบัไปดภูาพแต่ละครัง้จะก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้ง
กับขอ้ความพิสูจน ์(ซึ่งมีรายละเอียดการท าสัญลักษณ์ลงบนภาพและขอ้ความ 
ดงัภาพประกอบ 21) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 21 การก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความของรกับี ้
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จากวิธีการอ่านของรกับีพ้บว่า ใชก้ลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนต์ัง้แต่ก่อน
เริ่มอ่านและขณะอ่าน กลยทุธท์ี่ใช ้ไดแ้ก่ 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์
4) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
5) พยายามคิดเก่ียวกบัขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ 
6) อ่านขอ้ความพิสจูนท์ีละขัน้ตอน 
7) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
8) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
9) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
 

3. วิธีการอ่านของเทนนิส 
 

เทนนิส  เริ่มจากการอ่านขอ้เสนอของการพิสูจน ์ระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสูจน์ 
และคิดว่าจะท าอย่างไรใหส้รุปไดว้่า  และท าการอ่านขอ้ความพิสจูนโ์ดย 
ขา้มภาพที่แนบ สิ่งที่ก าหนดให้ และเริ่มอ่านสิ่งที่ต้องพิสูจน์เพื่อตรวจสอบว่า  
ตรงกับที่คิดไวก้่อนหนา้หรือไม่ ในครัง้แรกใชก้ารอ่านการเร็ว ๆ แบบขา้มค า ขีด
เส้นใต้ค าศัพท์ส  าคัญ  เช่น สมบัติ  บทนิยาม ท าสัญลักษณ์ลงบนภาพให้
สอดคลอ้งกับขอ้ความ และระบุขัน้ตอนส าคัญของการพิสูจน ์เมื่ออ่านครัง้แรก
เสร็จสิน้จะถามตวัเองว่ายงัไม่เขา้ใจขอ้ความใดบา้ง จะท าอย่างไรใหเ้ขา้ใจตอ้งใช้
สมบัติใดบ้าง และจะกลับไปอ่านการพิสูจน์อีกครั้งโดยเริ่มอ่านข้อเสนอและ
ขอ้ความพิสูจนใ์นการอ่านครัง้นีเ้ป็นการอ่านอย่างระมัดระวัง และยอ้นกลบัไปดู
ภาพประกอบการอ่านทกุ ๆ ขอ้ความ ขอ้ความใดที่ยงัไม่สามารถเขา้ใจไดใ้นทนัที
จะยอ้นกลบัไปดภูาพกลบัมาอ่านทวนซ า้ ๆ จนเขา้ใจ และจะเริ่มอ่านบรรทดัต่อไป 
(ซึ่งมีรายละเอียดการท าสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความ ดงัภาพประกอบ 22) 
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ภาพประกอบ 22 การก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความของเทนนิส 

จากวิธีการอ่านของเทนนิสพบว่า ใชก้ลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนต์ัง้แต่ก่อน
เริ่มอ่านและขณะอ่าน กลยทุธท์ี่ใช ้ไดแ้ก่ 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์
4) พยายามคิดเก่ียวกบัวิธีการพิสจูนห์ลงัอ่านขอ้เสนอ 
5) ใชก้ารอ่านเรว็ ๆ แบบขา้มค าแลว้อ่านอย่างระมดัระวงั 
6) พยายามอ่านต่อไปเพื่อดวู่ามีขัน้ตอนอย่างไรบา้ง 
7) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
8) ระบขุัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูน ์
9) ขีดเสน้ใตส้มบติัหรือบทนิยามในขอ้ความพิสจูน ์
10) พยายามคิดเก่ียวกบัขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ 
11) อ่านขอ้ความพิสจูนท์ีละขัน้ตอน 
12) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
13) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
14) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
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4. วิธีการอ่านของกังฟู 
 

กงัฟ ู เริ่มจากการอ่านขอ้เสนอของการพิสูจน ์ระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสูจน์
อ่านขอ้ความพิสจูนท์ีละขัน้ตอนและระบุขัน้ตอนที่ส  าคญั โดยยอ้นกลบัไปดูภาพ
ประกอบการอ่านรายบรรทัดพรอ้มทั้งท าสญัลกัษณ์ลงบนภาพใหส้อดคลอ้งกับ
ขอ้ความเพื่อท าให้เข้าใจมากขึน้ ข้อความใดที่ไม่สามารถเข้าใจได้ในทันทีจะ
ยอ้นกลับไปดูภาพจะใชก้ารกลับมาอ่านทวนซ า้ ๆ จนเขา้ใจ และพยายามคิด
เก่ียวกับสมบติัของค าศัพทท์ี่ยังไม่เขา้ใจ เมื่ออ่านจบจะตรวจสอบความถูกตอ้ง
ของการพิสูจน์ด้วยการอ่านทวนซ ้า และคิดเก่ียวกับวิธีการพิสูจน์และแก้ไข
ข้อความพิสูจน์เพื่อเปรียบเทียบกับการพิสูจน์ที่ก าหนดให้  (ซึ่งมีรายละเอียด 
การท าสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความ ดงัภาพประกอบ 23) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาพประกอบ 23 การก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความของกงัฟู 
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จากวิธีการอ่านของกังฟูพบว่า ใชก้ลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนต์ัง้แต่ก่อน
เริ่มอ่าน ขณะอ่าน และหลงัอ่าน กลยทุธท์ี่ใช ้ไดแ้ก่ 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์
4) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
5) ระบขุัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูน ์
6) พยายามคิดเก่ียวกบัขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ 
7) อ่านขอ้ความพิสจูนท์ีละขัน้ตอน 
8) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
9) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
10) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
11) พิจารณาความถกูตอ้งของการพิสจูน ์
12) พยายามคิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านการพิสจูน ์

 
5. วิธีการอ่านของเคนโด้ 
 

เคนโด ้ เริ่มจากการอ่านขอ้เสนอของการพิสูจน ์ระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสูจน์ 
คิดเก่ียวกับวิธีการพิสูจน์ว่าจะเริ่มพิสูจน์และสรุปผลอย่างไร  และท าการอ่าน
ขอ้ความพิสูจนท์ีละขัน้ตอน ระบุขัน้ตอนส าคัญของการพิสูจน ์ในทุก ๆ ขัน้ตอน  
จะย้อนกลับไปดูภาพ และท าสัญลักษณ์ลงบนภาพให้สอดคล้องกับขอ้ความ  
เมื่ออ่านจบจะเปรียบเทียบการพิสูจน์กับของตนเองว่าแตกต่างหรือเหมือนกับ  
วิธีที่ตนคิดอย่างไร และกลับไปอ่านทวนซ า้อีกครัง้หนึ่งเมื่ออ่านครัง้ที่สองจบจะ 
พยายามคิดเก่ียวกับการพิสูจน์ข้อเสนอด้วยวิธีการพิสูจน์ที่แตกต่าง  (ซึ่งมี
รายละเอียดการท าสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความ ดงัภาพประกอบ 24) 
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ภาพประกอบ 24 การก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความของเคนโด ้

จากวิธีการอ่านของเคนโดพ้บว่า ใชก้ลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนต์ัง้แต่ก่อน
เริ่มอ่าน ขณะอ่าน และหลงัอ่าน กลยทุธท์ี่ใช ้ไดแ้ก่ 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์
4) พยายามคิดเก่ียวกบัวิธีการพิสจูนห์ลงัอ่านขอ้เสนอ 
5) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
6) ระบขุัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูน ์
7) อ่านขอ้ความพิสจูนท์ีละขัน้ตอน 
8) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
9) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
10) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
11) พิจารณาความถกูตอ้งของการพิสจูน ์
12) พยายามคิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านการพิสจูน ์
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6. วิธีการอ่านของปิงปอง 
 

ปิงปอง  เริ่มจากการอ่านขอ้เสนอของการพิสูจน ์ระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสูจน์ 
คิดเก่ียวกับวิธีการพิสูจน์ว่าจะเริ่มพิสูจน์และสรุปผลอย่างไร  และท าการอ่าน
ขอ้ความพิสูจนท์ีละขัน้ตอน ระบุขัน้ตอนส าคัญของการพิสูจน ์ในทุก ๆ ขัน้ตอน  
จะย้อนกลับไปดูภาพ และท าสัญลักษณ์ลงบนภาพให้สอดคล้องกับขอ้ความ  
เมื่ออ่านจบจะเปรียบเทียบการพิสูจน์กับของตนเองว่าแตกต่างหรือเหมือนกับ  
วิธีที่ตนคิดอย่างไร (ซึ่งมีรายละเอียดการท าสัญลกัษณ์ลงบนภาพและขอ้ความ 
ดงัภาพประกอบ 25) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 25 การก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพและขอ้ความของปิงปอง 
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จากวิธีการอ่านของปิงปองพบว่า ใชก้ลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนต์ัง้แต่ก่อน
เริ่มอ่าน ขณะอ่าน และหลงัอ่าน กลยทุธท์ี่ใช ้ไดแ้ก่ 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์
4) พยายามคิดเก่ียวกบัวิธีการพิสจูนห์ลงัอ่านขอ้เสนอ 
5) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
6) อ่านขอ้ความพิสจูนท์ีละขัน้ตอน 
7) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
8) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
9) พิจารณาความถกูตอ้งของการพิสจูน ์
 

การใช้กลยุทธก์ารอ่านเพ่ือความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 
ผลการศึกษาการใชก้ลยทุธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตตัง้แต่ได้

การพิสจูนท์ี่ก าหนดใหจ้นเสร็จสิน้กระบวนการอ่านของนกัเรียนทัง้ 6 คน เมื่อวิเคราะหว์ิธีการอ่าน
ของนกัเรียนเป็นรายบคุคล และสรุปกลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต ซึ่งมี
รายละเอียดดังตาราง 3 พบว่า นักเรียนส่วนใหญ่เลือกอ่านขอ้เสนอของการพิสูจนก์่อนแทนการ
ขา้มไปอ่านขอ้ความพิสูจนห์รืออ่านขอ้สรุปของการพิสูจน ์มีการระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้ง
พิสูจน์ก่อนอ่านการพิสูจน์ มีการก าหนดสัญลักษณ์ลงบนภาพประกอบที่แนบในการพิสูจน์ที่
ก าหนดให ้อ่านขอ้ความทีละบรรทัดและพยายามคิดเก่ียวกับขอ้ความที่อ่านพบแลว้ยังไม่เขา้ใจ 
และจะยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจหรือเมื่อพบขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ และเมื่ออ่านจบใน
รอบแรกจะยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจอีกครัง้หนึ่ง 

เมื่อพิจารณาโดยละเอียดอีกครัง้หนึ่ง พบว่า นักเรียนส่วนใหญ่จะอ่านขอ้เสนอก่อน
และเริ่มระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งการพิสูจน ์เริ่มอ่านขอ้ความพิสูจนท์ีละขั้นตอน และจะ
ยอ้นกลบัไปดูภาพเมื่อไม่เขา้ใจ ซึ่งสอดคลอ้งกบัความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตดา้นความรู้
พืน้ฐานที่นักเรียนส่วนใหญ่มีความเขา้ใจการพิสจูนด์า้นนีย้กเวน้เบสบอล แต่ในขณะเดียวกันเมื่อ
พิจารณาความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตด้านสถานะเชิงตรรกะนักเรียนส่วนใหญ่ที่ อ่าน
ขั้นตอนอย่างละเอียดทีละขั้นตอนและระบุสิ่งที่ก าหนดให้และสิ่งที่ต้องพิสูจน์ได้ สามารถระบุ
สมบติัที่ตอ้งใชใ้นการพิสูจนท์ี่ก าหนด และสามารถบอกล าดับเชิงตรรกะของขอ้ความพิสูจน ์เพื่อ
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เชื่อมโยงความสัมพันธ์เชิงตรรกะระหว่างขอ้ตั้งและขอ้สรุปได้ แต่ไม่สามารถใชข้อ้มูลในส่วนนี ้
เชื่อมโยงสมบติัที่น ามาใชเ้ป็นขอ้ตัง้โดยไม่ตอ้งอธิบายเพิ่มเติมได ้

นอกจากนีค้วามเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตดา้นการใหข้อ้สรุป กลยุทธท์ี่นกัเรียน
ได้แก่ กังฟู และเคนโด้ ใช้ คือ ระบุขั้นตอนที่ส  าคัญของการพิสูจน์ ซึ่งสอดคล้องกับเมื่อขอให้
นกัเรียนระบุขอ้ตัง้และขัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้และในขณะเดียวกนัดา้นความ
ทั่วไปนักเรียนสามารถพิจารณาความถูกตอ้งของการพิสูจน ์โดยพิจารณาจากการใหเ้หตุผลของ
การพิสูจนว์่าเป็นไปตามการพิสูจนแ์บบนิรนัยหรือไม่ และนักเรียนมีการใชก้ลยุทธ์ที่พยายามคิด
เก่ียวกบัวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัจากอ่านการพิสจูน ์ซึ่งสอดคลอ้งกบัวิธีการพิสจูนท์ี่น่าสนใจที่เป็น
สว่นหนึ่งของความเขา้ใจการพิสจูนด์า้นการประยุกตท์ี่นกัเรียนพยายามพิสจูนข์อ้เสนอดว้ยวิธีการ
ใหม่ แมว้่าวิธีการพิสจูนข์องนกัเรียนที่คิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่จะไม่ถกูตอ้งตามหลกัการอา้งเหตผุล 
แต่นกัเรียนพยายามใชค้วามรูท้ี่นอกเหนือจากที่พบหรือปรากฏในการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้

ตาราง 3 สรุปกลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิต 

กลยทุธก์ารอ่านเพ่ือความเขา้ใจ เบส
บอล 

รกับี ้ เทนนิส กงัฟู เคนโด ้ ปิงปอง 

1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์  ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์  ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 
4) พยายามคิดเกี่ยวกบัวิธีการพิสจูนห์ลงัอ่านขอ้เสนอ   ✓  ✓ ✓ 
5) ใชก้ารอ่านเรว็ ๆ แบบขา้มค าแลว้อา่นอย่างระมดัระวงั ✓  ✓    
6) พยายามอ่านต่อไปเพ่ือดวู่ามีขัน้ตอนอย่างไรบา้ง ✓  ✓    
7) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 
8) ระบขุัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูน ์    ✓ ✓  
9) ขีดเสน้ใตส้มบตัิหรือบทนิยามในขอ้ความพิสจูน ์   ✓    
10) พยายามคิดเกี่ยวกบัขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ ✓ ✓ ✓ ✓   
11) อ่านขอ้ความทีละขัน้ตอน  ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 
12) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพ่ือเพ่ิมความเขา้ใจ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓  
13) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพ่ือเพ่ิมความเขา้ใจ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 
14) พยายามคิดเกี่ยวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและ
กระบวนการพิสจูน ์

✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 

15) พิจารณาความถกูตอ้งของการพิสูจน ์    ✓ ✓ ✓ 
16) พยายามคิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านการพิสจูน ์    ✓ ✓  
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บทที ่5 
สรุปผล อภปิรายผล และข้อเสนอแนะจากการวิจัย 

จากการศึกษาความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา
ตอนต้น เพื่อตอบค าถามการวิจัยทั้ง 2 ข้อ ได้แก่ 1) ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจน์ทาง
เรขาคณิต และ 2) กลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต พบว่านักเรียนแต่ละ
คนมีลกัษณะของธรรมชาติของความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตที่แตกต่างกันออกไป ทั้ง 5 
ดา้น ไดแ้ก่ ดา้นความรูพ้ืน้ฐาน ดา้นสถานะเชิงตรรกะ ดา้นการใหข้อ้สรุป ดา้นความทั่วไป และ
ดา้นการประยกุต ์อีกทัง้เมื่อนกัเรียนอ่านการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้มีการใชก้ลยุทธก์ารอ่านเพื่อความ
เขา้ใจการพิสจูนท์ี่แตกต่างกนัออกไปโดยสิน้เชิง โดยสามารถอภิปรายผลตามประเด็นต่าง ๆ ดงันี ้

สรุปผลการวิจัย 
1. ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 

1) ดา้นความรูพ้ืน้ฐาน นักเรียนเขา้ใจความหมายค าศัพท ์และสญัลกัษณ์ที่พบจาก
การอ่านบทพิสูจนไ์ด ้เขา้ใจรูปที่ประกอบการพิสูจนผ์่านสัญลักษณ์ที่ปรากฏบนรูปนั้น นักเรียน
แสดงความเขา้ใจขอ้ความพิสจูนโ์ดยการก าหนดสญัลกัษณล์งบนรูปใหส้อดคลอ้งกับขอ้ความใน
บทพิสจูนน์ัน้ 

2) ดา้นสถานะเชิงตรรกะ นกัเรียนสามารถระบุสถานะเชิงตรรกะของขอ้ความพิสจูน์
ได ้ระบสุมบติัที่น ามาใชใ้นการพิสจูน ์และระบุความสมัพนัธเ์ชิงตรรกะของขอ้ความระหว่างบรรทดั
ในบทพิสจูนไ์ด ้

3. ด้านการให้ข้อสรุป มีนักเรียนบางส่วนที่สามารถระบุข้อตั้งที่ส  าคัญ เงื่อนไขที่
จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุปของบทพิสจูน ์และสามารถใหแ้นวคิดหลกัของการพิสจูนไ์ด ้

4. ดา้นความทั่วไป นักเรียนมีวิธีพิจารณาความถูกตอ้งของการพิสูจน ์3 ลักษณะ 
ดงันี ้(1) พิจารณาความสมเหตสุมผลในรายละเอียดของบทพิสูจน ์(2) เชื่อว่าบทพิสูจนท์ี่อ่านนัน้
ถกูตอ้ง และ (3) สรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่และเปรียบเทียบขอ้สรุปของการพิสจูน ์นกัเรียนสามารถ
ใชข้อ้มลูจากบทพิสจูนใ์นการพิจารณาความถกูตอ้งของขอ้ความพิสจูนท์ี่ใกลเ้คียงกบับทพิสจูน ์แต่
ไม่สามารถพิจารณาขอ้ความที่มีความซบัซอ้นกว่าได ้

5. ดา้นการประยุกต ์นกัเรียนสามารถประยุกตแ์นวคิดที่ไดจ้ากการอ่านบทพิสูจนไ์ป
พิจารณาข้อความใกล้เคียงกับบทพิสูจน์ได้ แต่นักเรียนส่วนใหญ่ไม่สามารถพิสูจน์ข้อความที่
ซบัซอ้นกว่าได ้
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2. กลยุทธก์ารอ่านเพ่ือความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 
กลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิตที่นักเรียนแสดงออกขณะ

อ่านการพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้มีทัง้หมด 16 กลยทุธ ์ดงันี ้
1) อ่านขอ้เสนอของการพิสจูนก์่อน 
2) ระบสุิ่งที่ก าหนดใหก้่อนอ่านการพิสจูน ์
3) ระบสุิ่งที่ตอ้งพิสจูนก์่อนอ่านการพิสจูน ์
4) พยายามคิดเก่ียวกบัวิธีการพิสจูนห์ลงัอ่านขอ้เสนอ 
5) ใชก้ารอ่านเรว็ ๆ แบบขา้มค าแลว้อ่านอย่างระมดัระวงั 
6) พยายามอ่านต่อไปเพื่อดวู่ามีขัน้ตอนอย่างไรบา้ง 
7) ก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความพิสจูน ์
8) ระบขุัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูน ์
9) ขีดเสน้ใตส้มบติัหรือบทนิยามในขอ้ความพิสจูน ์
10) พยายามคิดเก่ียวกบัขอ้ความที่ยงัไม่เขา้ใจ 
11) อ่านขอ้ความทีละขัน้ตอน 
12) ยอ้นกลบัไปอ่านทวนเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
13) ยอ้นกลบัไปดภูาพเพื่อเพิ่มความเขา้ใจ 
14) พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพนัธร์ะหว่างภาพและกระบวนการพิสจูน ์
15) พิจารณาความถกูตอ้งของการพิสจูน ์
16) พยายามคิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านการพิสจูน ์

การอภปิรายผล 
1. ธรรมชาติของความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 
1.1 ด้านความรู้พืน้ฐาน 

นักเรียนเข้าใจความหมายค าศัพท์ จากการที่ให้นักเรียนให้ค าจ ากัดความของรูป
สามเหลี่ยมหน้าจั่ ว นักเรียนทั้ง 6 คนสามารถให้ค าจ ากัดความที่สื่อความหมายว่าเป็นรูป
สามเหลี่ยมหน้าจั่ว โดยมีนักเรียน 2 คน จาก 6 คน ที่มีการใหค้วามหมายที่เกินความจ าเป็น ให้
นิยามตามความรูส้ึกมากกว่าการให้นิยามด้วยเงื่อนไขที่จ  าเป็น มีการอธิบายความหมายจาก
ลักษณะที่พบ เช่น ในกรณีของเทนนิสไดน้ิยามรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วไวว้่า “รูปสามเหลี่ยมที่มี
ผลรวมของมมุภายในเท่ากบั 180 องศา มีสองมมุที่เท่ากนั มีสองดา้นที่เท่ากนั ถา้ไม่ตรงกบัสมบติั
ใดสมบติัหนึ่งอาจจะเป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดอ่ืน ๆ เพราะถา้สามมุมเท่ากันจะเป็นรูปสามเหลี่ยม
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ดา้นเท่า ตอ้งก าหนดไวท้ี่สอง ถ้าน้อยกว่าหรือมากกว่าสองจะไม่ใช่รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว” เมื่อ
พิจารณาโดยละเอียดพบว่า เทนนิสใหค้วามหมายที่ซ  า้ซอ้น โดยระบวุ่าเป็นรูปสามเหลี่ยมและเนน้
ว่าตอ้งมีผลรวมของมุมภายในเท่ากับ 180 องศา อีกทัง้ยังมีการเนน้ย า้เพิ่มเติมว่าตอ้งมีสองมุมที่
เท่ากนัเท่านัน้ แสดงใหเ้ห็นว่าเทนนิสใหน้ิยามโดยอาศยัสมบติัของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วมากกว่า
พิจารณาเงื่อนไขที่จ  าเป็นในการใหค้วามหมาย ในท านองเดียวกนักงัฟูก็มีการใหค้ าจ ากัดความที่
คลา้ยกัน คือ ระบุว่าดา้นประกอบมุมยอดเท่ากัน แลว้มุมที่ฐานจะเท่ากัน กังฟูใหค้  าจ ากัดความ
จากการพิจารณาดา้น และอธิบายเพิ่มเติมถึงสมบติัของรูปสามเหลี่ยมหนา้จั่วว่ามมุที่ฐานมีขนาด
เท่ากนั  

แมว้่านกัเรียนทัง้สองคนนีใ้หค้วามหมายโดยไม่ค านึงถึงเงื่อนไขที่จ  าเป็น แต่เมื่อถาม
ถึงสมบติัของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว สามารถบอกสมบติัไดถู้กตอ้ง ในทางตรงกันขา้มกลบัพบว่า 
เบสบอลที่ให้นิยามไวว้่า “รูปสามเหลี่ยมที่มีสองดา้นเท่ากัน” แต่ไม่สามารถบอกสมบัติของรูป
สามเหลี่ยมหน้าจั่วได้เลย และเบสบอลมักจจะให้ค าตอบแบบสุ่ม โดยพยายามเลือกค าหรือ
ขอ้ความที่พบในปัญหา หรือค าถามจากการสมัภาษณม์าตอบ ซึ่งพฤติกรรมเหล่านีอ้าจจะชีไ้ดว้่า
เบสบอลไม่ไดเ้ขา้ใจความหมายของค าศัพทเ์หล่านั้นจริง ๆ แต่เป็นเพียงการจดจ าความหมาย
บางส่วน ดังนัน้การใหค้วามหมายที่ไม่ตรงตามหนงัสือเรียนไม่ไดห้มายความว่านกัเรียนคนนัน้จะ
ไม่มีความเขา้ใจในค าศัพท์เหล่านั้น แต่เป็นการอธิบายความหมายของค าตามความเขา้ใจใน
ภาษาของตนเอง นั่นคือ การใหเ้ลือกตอบว่าความหมายตรงกบัขอ้ใดอาจไม่เพียงพอ แบบประเมิน
ความเข้าใจการพิสูจน์ควรพิจารณาการอธิบายความหมาย หรืออธิบายสมบัติของค าศัพท ์
ขอ้ความ หรือสญัลกัษณเ์พิ่มเติมดว้ย 

ในขณะที่นักเรียนอ่านบทพิสจูน ์มีการก าหนดสญัลกัษณล์งรูปที่ประกอบการพิสจูน์
ให้สอดคล้องกับข้อความพิสูจน์ เพื่อท าความเข้าใจสัญลักษณ์ที่ อ่านพบและข้อความพิสูจน ์
ติดตามกระบวนการพิสจูน ์ตระหนักถึงความสมัพันธข์องรูปประกอบกับกระบวนการพิสจูน ์สรา้ง
ความเชื่อมโยงระหว่างขอ้ความพิสูจนท์ี่อ่านกับรูปประกอบการพิสูจน ์และสรา้งความหมายของ
ขอ้ความพิสูจนท์ี่ก าลงัอ่าน แสดงถึงนกัเรียนมีความเขา้ใจในขอ้ความพิสูจนน์ัน้ ซึ่งสอดคลอ้งกับ
การใชก้ลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตที่นกัเรียนก าหนดสญัลกัษณล์งบน
ภาพใหส้อดคลอ้งกับขอ้ความพิสูจน์ และพยายามคิดเก่ียวกับความสมัพันธร์ะหว่างรูปประกอบ
และกระบวนการพิสจูน ์อีกทัง้ยงัช่วยใหน้กัเรียนใชเ้วลาในการยอ้นกลบัมาอ่านนอ้ยลง 
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1.2 ด้านสถานะเชิงตรรกะ 
ในขณะที่นักเรียนอ่านบทพิสูจนน์ัน้ นักเรียนใชก้ลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการ

พิสจูน ์ระบุสิ่งที่ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสูจน ์และจากดา้นความรูพ้ืน้ฐานนักเรียนมีความเขา้ใจ
ความหมายค าศัพท์ สามารถให้นิยามของค าศัพท์ที่เก่ียวข้องกับบทพิสูจน์ที่อ่านได้นั้น ท าให้
นักเรียนตระหนักถึงสมบัติของค าศัพท์ที่ อ่านพบ และเชื่อมโยงสมบัติของค าศัพท์กับสมบัติที่
น ามาใช้ในบทพิสูจน์ จนสามารถระบุสมบัติที่น ามาใช้ในบทพิสูจน์ได้เป็นส่วนใหญ่ และระบุ
สถานะเชิงตรรกะของความพิสจูนไ์ดถ้กูตอ้ง 

นอกจากนี ้เมื่อใหน้กัเรียนพิจารณาขอ้ความ “ถา้กระบวนการพิสจูนเ์รียงบรรทดัใหม่
เป็น 1, 2, 3, 5, 4, 6, 7, 8 นั้นถูกต้องนักเรียนมีความเห็นอย่างไร” นักเรียนทุกคนให้เหตุผลว่า 
“สามารถสลบับรรทัดในการเขียนพิสูจนไ์ด ้เนื่องจากบรรทัดที่ 4 และบรรทัดที่ 5 เป็นการอา้งใน
ท านองเดียวกนั” อาจกลา่วไดว้่านกัเรียนสามารถพิจารณาการเชื่อมโยงเชิงตรรกะระหว่างขอ้ความ
กับบรรทัดก่อนหน้าได ้นักเรียนสามารถมองการเชื่อมโยงเชิงตรรกะในภาพรวมได้ และเมื่อให้
นกัเรียนพิจารณาขอ้ความ “ถา้สลบักระบวนการพิสูจนเ์รียงบรรทัดใหม่เป็น 1, 2, 4, 3, 5, 6, 7, 8 
นัน้ถกูตอ้งนกัเรียนมีความเห็นอย่างไร” ปรากฏว่า นกัเรียนทกุคนใหค้วามเห็นไปในทิศทางเดียวกนั
ว่า “ไม่สามารถสลับบรรทัดในการเขียนพิสูจน์ได้ เนื่องจากบรรทัดที่  4 เป็นผลมาจากสิ่งที่
ก าหนดให้ ” ในการพิจารณาขอ้ความนีแ้สดงให้เห็นว่านักเรียนสามารถพิจารณาการ
เชื่อมโยงเชิงตรรกะของขอ้ความระหว่างบรรทัดไดแ้ลว้ นักเรียนยังสามารถระบุสถานเชิงตรรกะ
ของขอ้ความ  ในบรรทัดที่ 3 ว่าเป็นขอ้ตัง้ และขอ้ความ  มุมภายนอกและ
มมุภายในท่ีอยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั ในบรรทดัที่ 4 เป็นขอ้สรุปย่อยของการพิสจูน ์

 
1.3 ด้านการให้ข้อสรุป 

นกัเรียนที่ระบุขอ้ตัง้ที่ส  าคญัไดบ้างเงื่อนไข อาจจะเขา้ใจเพียงองคป์ระกอบย่อยของ
บทพิสูจนท์ี่อ่าน ไม่ไดเ้ขา้ใจภาพรวมของการพิสูจน ์นอกจากนีน้ักเรียนที่สามารถระบุขอ้สรุปที่
ส  าคัญ แต่ไม่สามารถระบุเงื่อนไขที่จ  าเป็นในการสรา้งขอ้สรุปของการพิสูจนไ์ดน้ั้น อาจจะไม่ได้
เขา้ใจภาพรวมเช่นเดียวกนั และนกัเรียนที่สามารถใหแ้นวคิดหลกัของบทพิสจูนท์ี่อ่านไดน้ัน้ แสดง
ถึงนักเรียนเขา้ใจโครงสรา้งของการพิสจูนซ์ึ่งสอดคลอ้งกับดา้นการใหข้อ้สรุปของรูปแบบการอ่าน
เพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิต และรูปแบบการประเมินความเข้าใจการพิสูจน์ของ 
Mejia-Ramos et al. (2012) ในขณะที่ Davies and Jones (2021) กล่าวว่าขอ้สรุปของการพิสจูน์
สามารถแสดงถึงความเขา้ใจการพิสูจน์ ดังนั้นนักเรียนที่ไม่สามารถให้ขอ้สรุปของการพิสูจน์ที่
ก าหนดใหไ้ดอ้าจจะไม่เขา้ใจการพิสจูนท์ี่ก าลงัอ่าน 
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1.4 ด้านความท่ัวไป 
เมื่อใหน้ักเรียนพิจารณาความถูกตอ้งของบทพิสูจนท์ี่อ่าน นักเรียนที่พิจารณาความ

สมเหตุสมผลของรายละเอียดในบทพิสจูน ์โดยพิจารณาตัง้แต่สิ่งที่ก าหนดให ้สิ่งที่ตอ้งพิสูจน ์ขอ้
ตัง้และขอ้สรุปที่ส  าคัญ เพื่อท าความเขา้ใจส่วนประกอบย่อยของการพิสูจน ์ติดตามกระบวนการ
พิสูจน ์เพื่อเขา้ใจความหมายของการพิสูจนน์ัน้ ส่งผลใหน้กัเรียนสามารถตัดสินความถูกตอ้งของ
การพิสูจนไ์ด ้ซึ่งกระบวนการที่นักเรียนใชใ้นการพิจารณาความถูกตอ้งนั้น สอดคลอ้งกับกลยุทธ์
การอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตที่นักเรียนใช้ ได้แก่ ระบุสิ่งที่ก าหนดให้ สิ่งที่
ตอ้งการพิสูจน ์พยายามคิดเก่ียวกบัความสมัพันธข์องรูปประกอบกับกระบวนการพิสูจนเ์พื่อเพิ่ม
ความเขา้ใจ และพิจารณาความถกูตอ้งของบทพิสจูนห์ลงัอ่านจบ 

นกัเรียนที่เชื่อว่าบทพิสจูนท์ี่ไดร้บัมอบหมายใหอ่้านนัน้ถกูตอ้งเสมอ โดยตดัสินความ
ถูกตอ้งของบทพิสจูนด์ว้ยเหตุผลเพียง เพราะรูส้ึกว่ามนัถูกตอ้ง และตลอดที่เรียนในชัน้เรียนครูไม่
เคยมอบหมายบทพิสจูนท์ี่ไม่ถูกตอ้งใหอ่้าน และนกัเรียนที่ตดัสินความถกูตอ้งของบทพิสจูนท์ี่อ่าน 
ดว้ยการพิสูจนข์อ้ความพิสจูนท์ี่ก าหนดใหอ่้านดว้ยวิธีการใหม่ โดยอาศยัการพิจารณาขอ้สรุปของ
บทพิสูจนท์ี่อ่านตรงกับขอ้สรุปที่ไดจ้ากการพิสูจนท์ี่สรา้งขึน้ใหม่นัน้ ถือว่าขอ้สรุปของบทพิสูจนท์ี่
อ่านนัน้ถูกตอ้ง แมว้่าค าตอบที่ไดน้ัน้ถูกตอ้ง แต่นกัเรียนไม่ไดพ้ิจารณากระบวนการพิสจูนข์องบท
พิสจูนท์ี่อ่าน สนใจเพียงขอ้สรุปที่ได ้อาจกล่าวไดว้่านกัเรียนสนใจเพียงขอ้สรุปบรรทดัทา้ยของบท
พิสจูน ์และเชื่อว่าบทพิสจูนท์ี่อ่านนัน้ถูกตอ้งอยู่แลว้ไม่จ าเป็นตอ้งพิจารณากระบวนการพิสูจน ์ซึ่ง
ลกัษณะการพิจารณาความถูกตอ้งของบทพิสูจนท์ี่อ่านของนักเรียนทัง้สองลกัษณะนี ้สอดคลอ้ง
กับแนวคิดการพิสูจน์แบบอ านาจนิยมของ Harel and Sowder (1998) ที่กล่าวว่านักเรียนมี
แนวโนม้ที่จะมองว่าคณิตศาสตรเ์ป็นวิชาที่ไม่จ าเป็นตอ้งอาศัยเหตุผลภายในมาอธิบายประกอบ 
แมจ้ะเขา้ใจว่าคณิตศาสตรเ์ป็นสิ่งที่ “จริง” แต่กลบัไม่ใหค้วามส าคญักับกระบวนการพิสจูนค์วาม
จริงดังกล่าว ความเชื่อของนักเรียนจึงมักตัง้อยู่บนรากฐานของขอ้ความที่ปรากฏในหนังสือเรียน 
หรือค ากลา่วของครูผูส้อน 

ในขณะเดียวกัน เมื่อใหน้ักเรียนใช้ขอ้มูลจากบทพิสูจน์พิจารณาความถูกตอ้งของ
ขอ้ความ นักเรียนสามารถใหค้ าตอบไดถู้กตอ้งในกรณีที่ขอ้ความนัน้มีค าตอบเพียงค าตอบเดียว 
โดยมีนักเรียนบางส่วนที่สามารถพิจารณาขอ้ความที่ซับซอ้นกว่าและใหค้ าตอบที่ถูกตอ้งไดน้ั้น 
นกัเรียนเห็นว่าค าตอบที่ไดจ้ากการพิจารณามีค าตอบที่ถูกตอ้งหลายค าตอบ ซึ่งนักเรียนส่วนใหญ่
ไม่สามารถใหค้ าตอบที่ถูกตอ้งในการพิจารณาขอ้ความที่ซับซอ้นกว่า และมีค าตอบมากกว่า 1 
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ค าตอบไดน้ั้น อาจกล่าวไดว้่านักเรียนมองว่าค าตอบที่ถูกตอ้งของการพิจารณาขอ้ความ 2 นั้นมี
เพียงค าตอบเดียว 

 
1.5 ด้านการประยุกต ์

เมื่อใหน้ักเรียนพิจารณาขอ้ความ 3 นักเรียนทัง้ 6 คน สามารถใหค้ าตอบไดถู้กตอ้ง 
แต่ในกรณีของการพิจารณาขอ้ความ “ก าหนดให ้  เป็นรูปสามเหลี่ยม มีจุด  และจุด  
อยู่บนดา้น  และ  ตามล าดับ และ   และใหน้กัเรียนพิจารณาว่า  เป็นรูป
สามเหลี่ยมชนิดใด” มีนักเรียนบางส่วนไม่กลา้ตอบว่า ไม่สามารถระบุชนิดของรูปสามเหลี่ยมได ้
ทัง้ที่ค  าตอบที่ตอบนัน้เป็นค าตอบที่ถูกตอ้ง ในขณะที่พิจารณาขอ้ความนีน้ั้นนักเรียนยกมือถาม
ผูว้ิจัยว่า ตอบว่า “ไม่รู”้ ไดห้รือไม่ เพราะถ้าไม่มีการระบุชนิดของ  ไม่สามารถระบุไดว้่า 

 เป็นรูปสามเหลี่ยมชนิดใด แต่เมื่อมีการระบุชนิดของ  แล้ว นักเรียนทั้ง 6 คน
สามารถระบุชนิดของ  ไดถ้กูตอ้ง ดงันัน้เงื่อนไขที่จ  าเป็น หรือขอ้มลูที่เพียงพออาจจะส่งผล
ต่อความลงัเลในการตอบค าถามของนกัเรียนท่ีไม่ไดม้ีความเขา้ใจเป็นอย่างดี 

ในการพิสูจนข์อ้ความ 4 นักเรียนที่สามารถประยุกตแ์นวคิดจากบทพิสูจนท์ี่อ่านไป
พิสูจนข์อ้ความ 4 ไดน้ัน้มีจ านวน 2 คน ไดแ้ก่ เคนโด ้และรกับี ้แมว้่าเคนโดม้ีลกัษณะความเขา้ใจ
การพิสจูนท์ี่เขา้ใจองคร์วมของบทพิสจูนท์ี่อ่าน แต่เมื่อถูกขอใหเ้ขียนแสดงการพิสจูนใ์นขอ้ความ 4 
พบว่า มีการใหเ้หตผุลที่วนซ า้ อาจจะไม่เขา้ใจภาพรวมของการพิสจูนท์ี่ก าลงัเขียน แมว้่าการพิสจูน์
ที่แสดงจะมีขัน้ตอนที่ซบัซอ้นวนไปวนมา แต่ก็สามารถสรุปผลการพิสูจนไ์ดถู้กตอ้ง ทัง้นีอ้าจเป็น
เพราะขาดการทวนซ า้เพื่อตรวจสอบกระบวนการพิสูจน์ที่ก าลังเขียนสนใจเพียงต้องประยุกต์
ความรูเ้รื่องมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดัมีขนาดเท่ากนั มา
ใชใ้นการแสดงการพิสจูนข์อ้ความ 4 ในขณะเดียวกนั รกับีส้ามารถระบุเงื่อนไข หรือขอ้ความพิสจูน์
ไดถู้กตอ้ง โดยสามารถเขียนแสดงการพิสูจน์ไดว้่าต้องพิสูจน์อะไร โจทย์ก าหนดอะไรมาให้ ใช้
สมบัติใดบ้าง ยกเว้นเขียนสรุปว่า  ในบรรทัดสุดท้าย แม้ว่ารักบีส้ามารถประยุกต์
ความรูเ้รื่องมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดัมีขนาดเท่ากนัมาใช้
ในการพิสจูนไ์ด ้แต่ทา้ยที่สดุแลว้ไม่สามารถสรุปผลการพิสจูนไ์ด ้อาจกล่าวไดว้่าไม่เขา้ใจภาพรวม
ของการพิสจูนเ์นื่องจากไม่สามารถเชื่อมโยงขอ้ตัง้ทัง้หมดเพื่อสรา้งขอ้สรุปได ้

กงัฟูสามารถแสดงการพิสูจนไ์ดถู้กตอ้ง โดยการพิสูจนท์ี่แสดงไม่ไดป้ระยุกตแ์นวคิด
จากบทพิสูจนท์ี่อ่านมาใชใ้นการพิสูจน ์เลือกที่จะใชอ้งคค์วามรูใ้หม่สรา้งวิธีการพิสูจนท์ี่แตกต่าง
ดว้ยการใชท้ฤษฎีบท “ถา้ต่อดา้นใดดา้นหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมออกไป แลว้มุมภายนอกที่เกิดขึน้
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จะมีขนาดเท่ากับผลบวกของขนาดของมุมภายในที่ไม่ใช่มุมประชิดของมุมภายนอกนัน้” ร่วมกับ
มมุแยง้ แทนการใชค้วามรูเ้รื่องมมุภายนอกและมมุภายในที่อยู่ตรงขา้มบนขา้งเดียวกนัของเสน้ตดั
มีขนาดเท่ากนั อาจกล่าวไดว้่า นักเรียนไม่สามารถประยุกตแ์นวคิดจากบทพิสูจนท์ี่อ่านไปพิสูจน์
ขอ้ความที่ก าหนดใหไ้ด ้แมว้่าจะมีการแจง้นกัเรียนก่อนท าแลว้ว่าตอ้งใชแ้นวคิดจากการบทพิสจูน์
ที่อ่าน 

ปิงปองมองว่าการสมมติค่ามุมเพื่อใชใ้นการแทนค่ามุมในภาพที่ก าหนดใหเ้ป็นการ
พิสูจน ์โดยเริ่มจากก าหนดมุมที่ฐานของ  ใหม้ีขนาดเท่ากับ 40 องศา พยายามใชค้วามรู้
เรื่องขนาดของมุมตรง และผลบวกของขนาดของมุมภายนอกและมมุภายในที่อยู่บนขา้งเดียวกัน
ของเสน้ตดัเท่ากบั 180 องศา จนสามารถระบขุนาดมมุทัง้หมดได ้และสรุปว่า  เพราะ
มีขนาดมุมที่เท่ากัน ซึ่งมีแนวโน้มว่านักเรียนไม่สามารถพิสูจนข์อ้ความที่ซบัซอ้นกว่าบทพิสูจนท์ี่
อ่านดว้ยการพิสจูนแ์บบนิรนยัได ้และมองว่าการแทนค่าเป็นการแสดงการพิสจูนแ์บบทางการ 

 
1.6 ประเด็นเกี่ยวกับวิธีการพิสูจนท์ีน่่าสนใจ 

นกัเรียนสามารถขยายขอบเขตความรูใ้นการพิสจูนข์อ้ความเดิมดว้ยการสรา้งวิธีการ
พิสูจนท์ี่สรา้งขึน้ใหม่ โดยนักเรียนพยายามใชค้วามรูท้ี่นอกเหนือที่พบจากการพิสูจนท์ี่ก าหนดให้
นกัเรียนอ่านเพื่อสรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่ ซึ่งสอดคลอ้งกบั (Carpenter & Lehrer, 2009; Hanna, 
2000) การพิสจูนเ์ป็นการคน้พบวิธีการใหม่ที่แสดงถึงการขยายขอบเขตของความเขา้ใจ ที่สามารถ
ประยกุตค์วามรู ้ประสบการณ ์เพื่อเชื่อมโยงสิ่งที่รู ้และสรา้งความรูท้างคณิตศาสตรข์องตนเอง 

ในขณะเดียวกันนักเรียนที่ไม่ประสบความส าเร็จในการพิสูจนข์อ้ความเดิมดว้ยการ
สรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่ พยายามใชก้ารแปลงทางเรขาคณิต เรื่องการเลื่อนขนาน มาสรา้งวิธีการ
พิสูจนข์ึน้ใหม่ โดยพยายามเคลื่อนวัตถุและสรุปว่าผลการพิสูจนเ์ป็นเช่นเดียวกับขอ้สรุปของการ
พิสูจน ์แมว้่าในปัจจุบันจะยอมว่าการเคลื่อนวัตถุในทางคณิตศาสตรข์นาดของวัตถุจะไม่มีการ
เปลี่ยนแปลง แต่เป็นเพียงการยอมรบัในการแปลงทางคณิตศาสตรเ์ท่านั้น ในการพิสูจน์ทาง
เรขาคณิตยังคงอาศัยการสรา้งทางเรขาคณิตเพื่อสรา้งส่วนของเสน้ตรงขึน้ใหม่ เพื่อใหก้ารพิสูจน์
ทางเรขาคณิตยงัคงเป็นไปตามหลกัการอา้งเหตผุล 

และอีกกรณีหนึ่งนกัเรียนยอมรบัสิ่งที่ตอ้งพิสจูนเ์พื่อใชเ้ป็นขอ้ตัง้ในการสรา้งขอ้สรุป 
ซึ่งการยอมรับข้างต้นไม่ถูกต้องตามหลักการอ้างเหตุผล เนื่องจากการพิสูจน์ต้องอาศัยการ
เชื่อมโยงขอ้ตั้งเพื่อสรา้งขอ้สรุป และการอา้งแต่ละขอ้ความตอ้งมีความสัมพันธ์เชิงตรรกะ และ
ขอ้ความที่น ามาอ้างต้องมีล  าดับเชิงตรรกะ สามารถระบุความสัมพันธ์ขอ้งข้อความพิสูจน์กับ
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ขอ้ความก่อนหนา้ไดอ้ย่างมีเหตผุล หากนักเรียนยอมรบัสิ่งที่ตอ้งพิสจูนม์าเป็นเงื่อนไขที่ใชใ้นการ
สรา้งขอ้ความพิสจูนจ์ะเป็นการใหเ้หตุผลสิ่งเดียวกนัดว้ยสิ่งเดียวกนั กล่าวคือ นักเรียนยอมรบัว่า 

 เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ วเพื่อใช้เป็นข้อตั้งในการสร้างข้อสรุปว่า  เป็นรูป
สามเหลี่ยมหนา้จั่ว ซึ่งในกรณีนีห้ากนกัเรียนไดร้บัการชีแ้นะจากครูเก่ียวกบัองคร์วมของการพิสจูน์
ว่าสิ่งที่นกัเรียนน ามาใชใ้นการอา้งนัน้ไม่ถูกตอ้ง อาจจะท าใหน้ักเรียนมีความเขา้ใจมากขึน้ในการ
เขียนแสดงการพิสจูน ์

 
2. กลยุทธก์ารอ่านเพ่ือความเข้าใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต 

กลยุทธ์การอ่านเพื่อความเข้าใจการพิสูจน์ทางเรขาคณิตที่นักเรียนแต่ละคน
แสดงออกและสามารถสงัเกตไดน้ัน้ แมว้่านักเรียนแต่ละคนจะใชก้ลยุทธก์ารอ่านเพื่อความเขา้ใจ
การพิสจูนท์ี่ใกลเ้คียงแต่อาจจะมีความเขา้ใจการพิสจูนท์ี่แตกต่างกนั โดยสิ่งที่พบ คือ นกัเรียนทุก
คนจะอ่านขอ้เสนอของการพิสูจนก์่อนเริ่มอ่านในส่วนอ่ืน เมื่ออ่านขอ้เสนอแลว้จะมีการระบุสิ่งที่
ก าหนดใหแ้ละสิ่งที่ตอ้งพิสจูน ์และพยายามก าหนดสญัลกัษณล์งบนภาพใหส้อดคลอ้งกบัขอ้ความ
พิสจูน ์ซึ่งกลยุทธเ์หลา่นีจ้ะสง่ผลต่อความรวดเรว็ในการอ่านแลว้ยงัสง่ผลต่อความเขา้ใจการพิสจูน์
ดา้นความรูพ้ืน้ฐาน ท าใหน้กัเรียนสามารถใหค้วามหมายและระบุสมบติัของค าศพัทท์ี่เก่ียวขอ้งกบั
การพิสจูนท์ี่ก าหนดให ้สามารถเขียนหมายเลขก ากบัมมุไดถ้กูตอ้ง 

ในขณะเดียวกนัการใชก้ลยุทธ์ระบุขัน้ตอนที่ส  าคญัของการพิสจูนท์ี่ก าหนดใหส้่งผล
ต่อความเขา้ใจการพิสจูนด์า้นการใหข้อ้สรุป เนื่องจากนกัเรียนที่ใชก้ลยุทธน์ีส้ามารถมองภาพรวม
ของการพิสูจน์ และสามารถระบุขอ้ตั้ง ข้อสรุป และขั้นตอนที่ส  าคัญของการพิสูจน์ได้ถูก และ
นักเรียนส่วนหนึ่งกลุ่มนี ้สามารถให้ข้อสรุปที่ดีของการพิสูจน์ที่ก าหนดให้ได้เช่นเดียวกัน และ
นักเรียนที่ใชก้ลยุทธ์การพิจารณาความถูกตอ้งของการพิสูจนส์่วนใหญ่สามารถพิจารณาความ
ถูกตอ้งของการพิสูจน์ที่ก าหนดให้ดว้ยวิธีการที่เหมาะสมได ้โดยนักเรียนกลุ่มนีพ้ิจารณาความ
ถูกตอ้งของการพิสูจนด์ว้ยการพิจารณาจากการใหเ้หตุผลแบบนิรนัย อีกทัง้ยังสามารถใชข้อ้มูล
จากการพิสจูนท์ี่ผ่านการพิจารณาแลว้มาใชใ้นการพิจารณาสถานการณท์ี่ก าหนดใหไ้ดอี้กดว้ย 

สดุทา้ยนีน้ักเรียนที่ใชก้ลยุทธ์ที่พยายามคิดวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่หลงัอ่านการพิสูจน์
ส่งผลใหน้กัเรียนสามารถสรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่ โดยมีทัง้นกัเรียนที่สรา้งวิธีการพิสจูนท์ี่ถูกตอ้ง
ตามหลักการอ้างเหตุผล และวิธีที่อาจจะไม่ถูกต้องแต่เป็นวิธีที่น่าสนใจเนื่องจากพยายามใช้
ความรู ้และประสบการณข์องนกัเรียนมาใชใ้นการสรา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่ นกัเรียนที่สรา้งวิธีการ
พิสูจนท์ี่ไม่ถูกตอ้งหากไดร้บัขอ้เสนอแนะจากครูหรือผูเ้ชี่ยวชาญเก่ียวกับขอ้บกพร่องของวิธีการ
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พิสจูนน์ัน้ อาจจะท าใหน้กัเรียนไดส้รา้งวิธีการพิสจูนข์ึน้ใหม่อย่างสมบรูณ ์หรืออาจจะเป็นการสรา้ง
องค์ความรูใ้หม่เก่ียวกับข้อจ ากัดของวิธีการที่นักเรียนใช้ในการพิสูจน์ ซึ่งการใช้กลยุทธ์นี ้ของ
นกัเรียนสอดคลอ้งกบัความเขา้ใจการพิสจูนด์า้นการประยุกตท์ี่นกัเรียนสามารถประยุกตค์วามรูท้ี่
ไดจ้ากการพิสูจนท์ี่ก าหนดใหไ้ปใชก้ับสถานการณอ่ื์น รวมทัง้สามารถสรา้งวิธีการพิสจูนข์อ้ความ
เดิมดว้ยวิธีการท่ีแตกต่างได ้

 

ข้อเสนอแนะจากการวิจัย 
1. ในการสรา้งแบบประเมินความเขา้ใจการพิสูจนท์างเรขาคณิต ควรมีรูปแบบของการ

ตอบที่หลากหลาย โดยอาจจะเป็นรูปแบบเลือกตอบ เติมค า หรือตอบแบบอัตนัยส าหรบัค าถาม
ปลายเปิดและตอ้งการใหน้ักเรียนใหเ้หตุผล การใหข้อ้สรุปควรเป็นการเขียนตอบแบบอัตนยั และ
เขียนแสดงการพิสูจนใ์นขอ้ที่เป็นการประยุกตค์วามรู้ เนื่องจาก การศึกษาพบว่านกัเรียนสามารถ
ใหค้ าตอบไดถู้กตอ้ง แต่ในหลาย ๆ ค าถามนักเรียนไม่สามารถใหเ้หตุผลที่ถูกตอ้งได ้ซึ่งอาจจะ
สง่ผลต่อการตดัสินความเขา้ใจการพิสจูนท์างเรขาคณิตอย่างแทจ้รงิของนกัเรียน 

2. การศึกษากลยุทธ์การอ่านเพื่อความเขา้ใจการพิสูจนค์วรศึกษาในกลุ่มตัวอย่างที่มี
จ านวนมากเพื่อดแูนวโนม้ของกลยทุธก์ารอ่านที่สง่ผลต่อความเขา้ใจการพิสจูนไ์ดช้ดัเจนมากขึน้ 
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การพสิูจนท์ีก่ าหนดให้นักเรียนที่เข้าร่วมการวิจัยอ่าน 
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ตัวอย่างแนวค าถามการสัมภาษณ ์
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